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Intro duct ion

Nous consid~rons le probl~me de filtrage non line'aire dans une situation particu-
li~re, celle de l'observation faiblement bruit~e. -Enpratique, plusieurs probRlrnes de
filtrage, en particulier en genie ae'rospatial, peuvent 6tre mod6Iisis de fagon conven-
able par des situations de ce type.

Ce travail est consacre' 'a l'tude de problkmes asymptotiques. Nous conside'rons
des filtres sous-optimaux, de'pendant d'un param~tre - et nous etudions leur comn-
portement lorsque e converge vets zero.

11 est bien connu que 1, pyoble'me de filtrage non fin~aire est un probl~me de
dimension infinie, sa solution Atant donne'e par exemple par I'e'quation de Zakai.
Quelques tentatives ont 6t, faites pour trouver des classes de probl~mes pour lesquels
un filtre de dimension finie existe (cf. Ben~s [11, Levine 1191 et Wong [30], entre
autres). Cependant ces tentatives se sont montr~es d'un interen. limit6, n'ayant pas
abouti t des classes de probl~mes "inte'ressants". Des travaux posterieurs viendraient
prouver qu'on ne peut construire un filtre de dimension finie que pour une classe de
probl~mes ne'gligeable. Les conditions que ces probl~mes doivent v6rifier sont likes
h l'existence d'une alg~bre de Lie de dimension finie (cf. par exemple Chaleyat-
Michel [5]). On regarde donc avec: int6r~t la possibilit6 d'obtertir de "bonnes" ap-
proximations du filtre optimal qui puissent 6tre calcul~es ht ]'aide d'un nombre fini
de statistiques donn~es cornme des solutions d'un syst~me d'6quations diffrentielles
stochastiques conduites par le, processus d'observation.

De nombreux travaux ont Ate' tectu~s dans ce domaine - voir par exemple
Fleming-Ji-Pardoux [91, Fleming-Ji-Salame-Zhang [10] et Roubaud [28] pour le
probl~me lin~aire par morceaux, Flem-ing-Pardoux [111 pour le probl~me monotone
par morceaux, Katzur-Bobrovsky-Schuss [171, Picard [221 et [23] et Bensoussan
[2] pour le problkme asyniptotiquement observ6, Yaesh-Bobrovsky-Schuss [31] et
Picard [26] pour le problime asymptotiquement non observ6, entre autres.

Cette th~se peut Wte vue comme compose'e de trois chapitres inde'pendants.
Cependant tousles trois-s'inscrivent dans un m~me sujet: le comportement-asymp-
totique, de problkiiesde filtrage.

Dans un premier chapitre nous e~tudions un probl~me de filtrage non line'aire
unidimensionnel en temps discret, lorsque le bruit d'observation est faible. D1 se



caract~rise par une fonction d'observation injective.
Le deuxibme chapitre est consacr' 'a un probl~me de filtrage Iin6airc par mor-

ceaux en temrps discret. Nous nous int~ressons aux aspects de mise en ceuvre d'al-
-orithmes pour r'soudre nume'riquement ce prohleime. Ce travail a e't fait en col-
laboration avec M.C. Roubaud.

Dans le dernier chapitre nous 6tudions un probl~me en terxxps cgntinu, ayant des
dimensions diff~rentes pour le signal et l'observation. Plus exactement nous consi-
d~rons un signal de dimension 2 dont sealement une des cornposantes est bruit~e et
un processus d'observation de dimension 1 observant l'autre composante.

Filtres approch~s pour un prob1bme* de filtrage non lin~aire en temps
discret avec petit bruit d'observation

[1] Filtres approche's pour un probltme de fillrage non liniaire en temps discret
avec petit bruit d'observation, RR 1142, INRIA, Dec. 1989.

[2) Filtres approchis pour un prob&me de filtrage non lin~air en temps discret
avec petit b'-tit d'observaiion, Lecture N. in Cont. and Inf. Sci., Proc. of the
9th Intp~rnat. Conf. on Analysis and Optim. of Systems, Antibes, .June 12-15,
1990, pp. 198.-207.

On consid~re It syst~me diff~rentiel stochastique

Yk+1 Xk+ b(Xk)At+ov'-twk+,

oil {Wk}I et {tvk} sont des bruits blancs gaussiens ind~pendants, e: est un param~tre
suppose "petit" et At depend dc c. lok processus {Xk}I est le signal . estimer et {Yk}I
est le processus d'observation engendrant la filtration Yk:.

On suppose que la fonction iz est injective, i.e. le signal est asymptotiquement
observ6. On cherche des approximations Mk de

-'k = UXk I Yk)

qui soient donn~es de fargon r~cursive et qui puissent 6tre calcul~es, . linstant k, a
partir de l'observation yk,. Pour ces processus {Mk}, on veut pouvoirestimer Xck-Mk
lorsque e converge vers 0.

Maas commen~ons par 1'6tude du cas lin~aire --t nous y trouvons l'inspiration
n~cessaire pour construire les filtres approch~is dans le cas non lin~aire. Nous ex-
ploitons I'ide'e de Picard [221 et [23] pour le problme en temps continu. et nous
l'adaptons Au probl~me en temps discret. Nous faiaons appel 'a des outils comme
les changements de probabilit6 et une version discrkte du Th~or~me de Girsanov,



la derivation par rapport ~.la condition initiale et une formule d'int,6gration par
parties. Nous d~niontrons que, bi At = co avec a > 1, le filtre

Mk+ I = fk + btM) &t + o-(k+j - h(Mk)) ,

avec condition initiale Mo = mo quelconque, approchefCXk l'ordre O(C V 601/0);
si a = 1, le filtre de dimension 2

Mk+, = MA: + b(Mk) e + Ok (yk+i - h(Mk))

Iz'(Mk) [ k-.I + 0,2 h'(MI~- )]
hk= (Mk)[ k-I + a" h'(Mk...)j + h'(Mk...l'

avec condition initiale MO = in0 , jo 00 quelconque telie que ao > 0, approche
le filtre optimal i. Lordre (c(); si a < 1. BI csf suffisant d'inverser la fonction
d'observation.

Les estimations obtenues v~rifient la propri&(4 d'uniformit6 par rapport au t*,mps
et montrent que ces filtres approche's ou~t peu de m~moire.

Nous ktudions ensuite un cas particulier oi la, fonction d'obervation est suppos~e
non injective. 11 s'agit du cas d'un systeime line'aire par morceaux.

Filtrage Iine'aire par morceaux d'un syst~bme en temnps discret avec petit

bruit d'observation

Nous consid~rons le syste'me lin~aire par morceaux suivant:

Xk+1 = Xk+,-b(Xk)+V.U(Xk)Uk

oh {wk} et {Vk} sont des bruits blancs gaussiens ind~pendarts et

6(x) = B....x<o) A. B+xlf.>o)

0'(X) = 0.lzo >'z0

h(x) = Hz1{(,<oj+H~x1(,>o}.

Si H+H_ > 0, i.(,. la fonction h est pmonotone, le probibm- nkffre aucune Gdiffi-
cult6. Nous nour' int,6ressons au cas H+H.. < 0, i.e. hi West pat4 .monotone. Dans ce
cas, bien que h:VXg) puisse eitre facilement estim6 ii n'en est - as de m~me pour Xt.
L'id~e de base est la suivante: 6~s que le signal reste dans ixne r'gion oi la, fonc-
tion d'obervation est injective (voir line'aire),,on peut appliquer ijn filtre classique,
type Kalman-Bucy. Le probleime se riduit donc l. a recherche d'une m~thode pour



d~tecter les changements de signe du processus {Xk}, ainsi que determniner le sijgne,
pris dans chacun des intervalles ainsi s~par~s.

Cette id6e avait d~j et6 exploit6e dans Fleming-Ji--Pardoux [91, pour un sys-
t~rne liniaire par morceaux, sous une certaine hypoth~se de "de'tectabiiit6' ct, p~ius
tard, par Fleming-Pardoux [11l pour un syst~me, non line'aire par morcep -x. Le
prob1l;ne en temps discret a &Z abord6 dans Fleming-Ji-Salaxne-Zhang [101. Nous
6tudions ici un probl~me plus g~niral que celui traites par ces auteurs. En ee, nous
consid~rons une hypoth~se plus large que l'hypoth~se de "d~tectabilit6" e'mise dans
N4 tude pr&cdente. Nous supposons queI 09 HU~.#H ; (HDl)

2 a2 = H+2 a+ et B+B6 B- (HD2).

Ceci permet de traiter en particulier le cas d'une fonction d'observation syme'trique,
par rapport ii. laxe des ordonn6es.

Les aspects de mise, en oeuvre d'algorithmes pour r~soudre ce probl~me sont
abord6s.

Nous pr~sentons des tests permettant de s~parer les intervalles oil le signal est
positif ou nigatif et de determiner ce, signe. Un premier type de tests d6tecte les
changements de signe de {Xk}. Deux tests sont proposes: un test sur les; observations
et un test sur les; sorties des filtres de. Kalman-Bucy. Le premier de ces tests a
d~jit 6t6 6tudi6 dans [10], sous l'hypoth ,-e (HDi). Le deuxi~me type de tests vise
]a d~terrrnination du signe de {Xk} dans l'intervalle de monotonie d~tect6 par un
test du premier type. Sous l'hypoth~se (HD1), deux tests on 6t d~crits dans [10]:
un test de variation quadratique et un test de rapport de vraisernblance sur les
accroissements des observations. Sous l'hypoth~se (HD2), cependant, le premier de
ces tests ne permet pas de prendre une decision et on se contente donc d'adapter
le detu 4ime. Nous d~crivons un nouveau test de rapport de vraisemblance, sur les
sortei 4 des filtres de Kalman-Bucy (cf. Roubaud [28], pour le probl~me en temps
continu).

L'application de ces tests repose sur une m~thode efficace de d~terrnination des
homnes. Nous pr6sentons une 6tude purement heuristique permettant d'obtenir des
formules pour ces quantit~s, ainsi que pour les temps d'attente esper~s dans les tests
de d6cision stir le s~gne.

Nous comparons les diffirents tests et 6tudions l'influence des parambtres du
syst~me stir les re'sultats obtenus stir des exemples. En particulier nous remarquons
que les temps d'attente d'un test sous l'hypoth~se (HD2) sont beaucoup plus longs
que ceux sous 1'hypoth~se (HD1).

Nous 6tudiois, ensuite, une autre situation oii la fonction d'observation W'est
pas injective. 11 s'agit d'un cas ohi le signal est un processus bidimensionnel et

iv



l'observation ezt un processus unidimensionnel.

Piltres approch~s pour un probI~me de filtrage non llnk-Are d'une diffu-
sion de dimension 2 mesur&e par un processus de dimension 1 faiblement
bruite'

Nom3 nous int~rcssons au prebl~nie de filtrage associ6 au syst~me diff~rentiel stochas-
tique, au sens d'1t6

(dxI(t) = fI(XI(t),X2(t))dtj dX2(t) = f 2(XI (t), X2(t)) dt + o(x 1(t), x2(t)) dw(t),

dy(t) = h(xi(t))dt+.cdz(t),

Nous cherchons donc estimer le signal {Xt = (XI (t), X2 (t))}, I. valeurs dans Il
k ]'aide du procftous d'observation Yt, processus k~ valeurs dans IR. Notre but est
d'6tudier le comportement asymptotique d'un tel estimateur, Iorsque, c tend vers 0.
Commae dans Picard [261, nous privil~igions des m~thodes permettant de d6terminer
l'ordre de grandeur de l'erreur de ii-Itrage, voir sa vitesse de convergence. Nous y
trouvons l'inspiration n~cessaire.

Nous traitons d'abord le cas oh la fonction h est lin~aire et f, est fin~aire par
rapport - X2. Nous consid~rons un filtre approcb' {Mk} du type propose' dans
Yaesh-Brobovsky-Schuss [311:

f=f 1 (mj(t).in2(t)'dt + 2&F 2 [yt m t t

dM2 (i) = f 2(X1 (t),X2 ft)) dt + o[dy(ti -H1m 1(t) dt],

avec condition initiale M0o at oh & est une constante strictement positive. Nous
d,. nortrons que le moment d'ordre 2p de Xk - Mk est asymptotiquement d'ordre
0(' 'P;2), pour la premi~re composante, et d'ordre O(C/ 2 ) pour la seconde. Nous
d~n itrons que la condition initiale disparait exponentiellement vite.

Nous traitons ensuite le probIme g~n~raI. Par une transformation de coordon-
n~es nous nous ramenons au cas tetudie, pric6demment. Nous ot'Lenons les m~mes
r~sultats pour la cov-ariance de X;, - MOk.

V
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FILTRES APPROCHES POUR UN PROBLEME DE

FILTRAGE NON LINEAIRE DISCRET AVEC PETIT
BRUIT D'OBSERVATION

APROXIMATE FILTERS FOR A NONLINEAR DISCRETE
TIME FILTERING PROBLEM WITH SMALL

OBSERVATION NOISE

Rsu=6
On fait une 6tude asymptotique d'un problme de filtrage non lindaire en temps d'scret

unidimensionnel, lorsqu'un certain parambtre e tend vers 0. On traite le cas d'un probl~me
de filtrage non lindaire en temps discret issu d'un problme en temps continu avec petit
bruit d'obervation. Des filtres apprcchds de dimension finie sont proposes et les estimations
sur les performances de ces filtres sont 6noncies et ddmontries. On commence par faire
une 6tude dans le cas lindaire, ce qui va nous inspirer les filtres approch~s -I prendre dans le
cas gdn6ral. Pour le rdsultat concernant l'erreur entre le filtre approch6 et le filtre optimal,
la ddmonstration prdsentde utilisera des changements de probabilit6 et la ddrivation par
rapport L la condition initiale. Pour terminer, on pr.sente des r6sultats d'application
de ces filtres . un exemple et on constate que les propositions dnonces sont vdrifie.
numdriquement.

Abstract
We study the asymptotic behaviour of a nonlinear one-dimensional filtering discrete

time problem, as some parameter e tends to 0. We treate the case of a nonlinear discrete
time problem coming from a continuous time one with small observation noise. Finite
dimensional aproximate filters are proposed and results concerning estimations of their
performance are stated and proved. We present, at first, a brief study of the linear case
and get the necessary inspiration to construct the approximate filters in the general case.
The proof of the result we give concerning the error between the approximate filter and
the optimal one will make use of probability changes and differentiation with respect to
the initial condition. Finally, we present the results obtained when applying those filters to
an example and we notice that the propositions previously stated are verified numerically.

- m T -mJu I = 1 mm..,,,



1 Introduction

On consid~re le probl~me de filtrage non lin~aire en temps continti suivant:

On a un signal X. solution de l'quation diff~rentielle stochastique unidi-
mensionnelle

dXt =b (Xt) dt + cdw , X0 1

et on dispose de l'observation unidimensionnelle v~rifiant

d1' = h(Xt) dt +edw', Yo=O0 (2)

oil I, 'w 2 sont des processus de Wiener standards ind~pendants et C est une
variable al~atoire ind~pendante de wl et W2 . Le paramntre c est suppos6 petit.

Le probl~me de filtrage consiste . calculer, pour toute fonction mesurable
'k lesp6rance conditionnelle de O(Xj), 6tant donn&e l'observation Y. jusqu't

l'instant t.
On aimerait r~soudre num~riquement ce problkme. Une possibilit6 est donn~e

par la resolution de l'quation de Zakai, tine fois discretis~e, ce qui a it 6tudi6
dans [Le Gland]. Cependant tin tel calcul presente tine grande complexitk, puis-
qu'il s'agit, dans le cas gin~ral, d'une equation de dimension infinie. Une autre
possibilit6 consiste k utiliser les filtres approch~s propose6s dans [Picard] et les
discr~tiser en temps. Ces flltres 6tant de dimension finie, le problme devient
plus simple t. r~soudre. De plus, on y trouve des r~sultats concernant l'erreur de
filtrage et en particulier ceux qui correspondent au filtre de Kalman itendu. La
m~thode de d6monstration utilis~e fait appel i. des changements de probabilit6,
, la th~orie de retournement du temps pour les diffusions et kt des r~sultats
sur les flots d~flnis par des 6quations difft~rentielles stochastiques. Dans [KBSJ
on petit trouver les premiers r~sultats stir cc genre de filtres, cependant leur
justification reste purement formelle. Notons 6galement que dans [Bensoussan],
l'auteur considbre le m~me probl~me de filtrage en temps continti et utilise une
m~thode autre que celle d~v~Iopp~e dans [Picard] pour d~montrer les r~sultats
asymptotiques.

En pratique, neanmoins, on ne dispose souvent que de l'observation it des
instants discrets et, de plus, pour mener des calculs sur ordinateur, il est n~ces-
saire de manipuler des processus discrets. Au lieu de discr~tiser le filtre on pett
penser . discr~tiser le probi~me Ini rn~me. L'avantage. de cette approche reside
dans le fait que, &is qu'on se limite ii des processus en temps discret, on n'a
plus besoin de la th~orie des flots oti du retournement du temps et m~rne pas
de l'intigrale d'1t6.

Cette id&e a motivi l'&ude qui suit, dans Iaquelle on recherche des filtres
approch~s pour un probl~me de filtrage non lin~aire discret avec: petit bruit



d'observation.
On considbre la discr~tisation la plus simple des 6quations (1) et (2):

Xk+1 = Xk+b(Xk)At+crV~tWk+l,X0= (3)
yA = h (Xk+-?ik (4)

Oil Xk est une approximation de Xtk (tk = k At), {Wk} et {Wk} sont des bruits
blancs gaussiens standards ind~pendants et une v.a. ind~pendante de IWO} et

f { t~k}. On se propose de r~soudre, de fagon approch~e, le probl~me de filtrage
associ6 au systbme discret (3 - 4), oil At est pris comme 6tant un parambtre
de'pendant de e.

Soit {kk}) le filtre optimal pour le problkme discret, i.e.,

±k4 = E[XkIy'lI yk = a7(y,; i = 0, 1, -- -,k).

Puisque, dans le cas g6n~ral, la determination de Xk pr~sente une grande comn-
plexit6, notre but sera de construire une "bonne approximation" de ce filtre
repr6sentant un compromis entre les cofits en temps de calcul et la precision
des r6sultats. Si e = 0 et hi est inversible, le signal est observ6 exactement:
Xk = h-1 (yk). Pour At fix6, quand c --+ 0, l'observation est faiblement bruit~e
et un "bon" filtre consistera h prendre tout simplement Mk = h 1 I(Yk). Cepen-
dant, notre interkt portera sur des r~sultats asymptotiques: on fera tendre At
vers 0 en mnme temps que c et on donnera une approximation {Mkl du filtre
optimal en temps discret. On prendra At = & et on s'interessera . 1estimation
de !Akk - lk I quand - devient "petit". Quand c -- 0, on aura . distinguer 3 cas,
selon la valeur de a. Les cas a > 1, a < 1 et le cas interm~diaire a = 1 pr~sentent
un comportement diffrent. Quand a est "grand" on doit pouvoir approcher le
prob1eime de filtrage en temps continu (1 - 2). En revanche, quand a est "petit",
le syst~me (3 - 4) ne sera plus ne'cessairement une "bonne discr~tisation" du
systbme en temps continu donc le filtre n'aura pas le m~me comportement.

On commencera par t6tudier le cas lin~aire dans la section 2, on proposera
des filtres approch~s unidimensionnels possibles et des re'sultats asymptotiques
sur leur "qualit6". Cette 6tude nous suggerera le filtre approch6 conside'er
dans le cas non lin~aire, ce qui est fait dans Ia section 3, et la g~n~ralisation des
r~sultats asymptotiques de "qualit6" du filtre est obtenue.

On s'int~ressera en premier h~ 'estimation de Xk - Mk, ce qui nous rame'ne
simplement 4, N'tude d'une s6rie r~currente. Ensuite, on procedera a* lestimation
de Xk - Mk. Dans le cas lin~aire, puisqu'une equation pour Xk est disponible (le
filtre de Kalman-Bucy), 1'6tude d'une se'rie r~currente permet encore d'aboutir
au r6sultat voulu. Par contre, dans le cas non lin6aire, la me'thode sera toute

2



autre- on commencera par introduire des changernents de probabilit6s, on utilis-
era une version discrkte du Th~or~me de Girsanov (voir annexe A) et, par de'riva-
tion par rapport k la condition initiale, on se rambnera 1'6tude d'une expression
asymptotique pour Xk - Mk dont on prendra I'esp6rance conditionnelle.

La section 3.4 contient un bref re'sum6 sur les filtres approch~s conside'rer
dans le cas non lin~aire, selon la valeur de a, et des r~sultats sur leur efficacite'.

On termine cette 6tude par un essai num~rique, pr~sent6 dans la section 4.

Notation 1.1 Dans la suite, on notera c ou C n'importe quelle constante pos-
itive ind'pendante de A~t et de e.

IRemerciernents: J'aimerais rernercier E. Pardoux, Professeur ' l'Universit6
de Provence, pour m 'avoir sugg~r6 ce travail et J. Picard, charg6 de recherche
L l'INRIA, pour les suggestions et discussions fructueuses qui m'ont permis

d'avancer dans ce sujet.
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2 Cas line~aire

On consid~re le systbme lin~aire:{Xk+I = (I1+ bAt)Xk±+0Vr'3 iWk+1, xo=

Yk = hXk + - k(5

(Hi1) {Wk} et {Wk} sont des bruits blancs gaussiens standards inde'pendants,

(H12) est une v.a. gaussienne ind~pendante de f{Wk}I et f{fk}1, de variance Po,
oii po est une constante ne d~pendant pas de 6ou de At.

(113) uh > 0.

Remarque 2.1 L'hypothbse (H13) peut, en fait, 8tre remplac~e par Ouh # 0 et,
dans ce cas, on remplacera, dans les expressions du gain, ah et cr/h par leurs
valeurs absolues. N~anmoins l'hypoth~se (113) n'est pas plus restrictive que cette
derni~re, puisque si on remplace ar par -o, dans le systbme (5) on obtient des
mod~les 6quivalents.

11 est bien connu que, dans le cas lin~aire, la loi conditionnelle de Xk sachant
Y' est gaussienne et I'estimation optimale est donc donn~e par des 6quations

en dimension finie, les 6quations du filtre de Kalman-lBucy:

kk (1 + bAt)Xk...I + h. hAt Pkk.. (Yk - h(1 + bAt)Xk.. 1) (6)
E2+ h2 At PkIk-I

Pk+lIk =(1 + b At)2_2 PkIk-I + a 2At ,(7)

C2 + h2 AtPkk-..

avec, les notations:

Pk. = E[(Xk - Ak ) Xk-1 E[XkI~l et PkIk-1 EI(Xk - kjk-1)I

En outre,
Pk PkIk-1 8

C2 =(+ h2 AtPkk-.1 8
Notre objectif est de construire un processus {Mk} qui approche {Xckl et qui

est plus simple it calculer que cc dernier. Dans ce but on commencera, par e'tudier

le gain stationnaire, pour passer en suite it la recherche d'une approximation de
cc m~me gain, scion ics diff6rentes valeurs de a. be gain du filtre ayant un
rapport avec la variance de l'crreur d'estimation on de'duira simultanement des

r~sultats sur cette deuxi~me quantit6 et ses approximations.
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2.1 Calcul de quelques expressions utiles

Dans cette section on calcule certaines expressions qui nous seront n~cessaires
dans les sections suivantes.

Calcul du gain stationnaire

On commence par d~terminer la covariance de l'erreur de prediction pkIk-1 dans
une situation stationnaire, ce qui est equivalent t calculer la valeur stationnaire
de la covariance de l'erreur d'estimation Pk (not~e p,+), puisqu'on passe de l'une

F Iautre par l'expression (8).
On notera Ok le gain . linstant tk

A h At PkIk-I _ h At
Ok- 2 + h2 At pk~k.. -- -P

Soit p, la valeur stationnaire de PkIk-1, i.e. la solution de

PS (1 + b At)12 2 p, + a2 At .
2 T+h2 At p,

On obtient
-I2_(1 + bAt)2E2 

- a2h 2 At2 ] + At P(C, At)
PS ~ 2h2 t

p(E, At) = [II(2b + b2At) C2 + a2h 2 At]2 +40, 2 h 2 E2 T

Ainsi
(2b + b2At) 62 + U2h2 At + p(C, At)

2h2

Le gain stationnaire sera donc,

h p.,At hAt~ +
03 2 + h2 Atp, _ 2P

Le filtre approchM

On consid~re un sch6ma qui r~sulte de (6) en remplagant Ok par sa valeur station-3
naire 0, ou, d'une fa -on plus g~n~rale, par une approximation de cette valeur.
Dans la suite, tJ d6signera donc soit 0. soit une approximation de 0.

On considbre Ie processus {Mk} donn6 par l'expression

Mk+I (1 + b At)MkA + 0(y~ - h (I + b At)Mk) Mo ino. (9)

On obtient les r~sultats qui suivent.
Le premier resultat concerne les diffirences 0- 0,, et Pkjk-I- P..

5V
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Lemme 2.2 Soit 77k= 0, - 0 et g~pk PkI-1 Pa. On a les expressions

hAtc 2

At PkIlk+l

-et~h _____

Co =~i~ C1bt2e

Cl h 2 At (62 + h 2 Atp8 )

C2 (_2 +h 2 Atp,) 2.

Preuve De la de'finition de Ilk vient que
h At Pk+I1 k hpAt

T~k~ 2 + h2 AtPk+lk 2 e+ h2 At p,
_hAt [62 Pk+lk + hi2 At Pk+lk Ps - c2 ps - h2 At Pk+lk PSI

[e2 + h2 At Pk+lk]162 + h2 At p3

d'oix 1expression de 7 k+i.

Qun k on a la formule recursive

Pk+I (1 + bAt)2 C2 Pkk. I (1 + bAt)%2 2p,
t'~i= 2 + h2 AtPklk-.. 62 + h2 At p.

(I + b At)2 64

IE2 + h2 At Pk + h2 At p,]f6 2 ± h2 AtP] k

CO

lk + Ilk

Donc 
C

I~k+1 Pk1 (10)
1-iPk + C

Cl

Suivant un raisonnement par recurrence on trouve l'expression:

Ilk_ __ Co oo - 0 E)k k1C 2  P

Pk= /to ~ ~ C IPoZ0 + C2

i=O i=0 C2

6



Lenime 2.3 Soit Tpj Ok - .On a l'6galit

E[(Xk+l _ WVk+1) 2 1 (1 + bAt) 2(1 - h-) [,k k2

2 + [h 2 Pk+11k +

62 + h2 At p,

Preuve D'apr~s les expressions (6) et (9),

Xk+I l + (1 + IbAt)XA± +Ok+I(Yk+1 - h (I +bAt)Xkk)-(1 + bAt)Mk

(y.1- h (1 + b At)Vfk)
=(1 + b At) (Xk - Mk) + (Ok+ I- A;

-h(I + b At) A 4 lkk - WMk)

Etant donne' que Ok+ 1  + (Ok~l -),on a

++- O)(yk;+I- h( + bAt).kk),

ou Yk~ - h (I + b At) k'k ilk' est I'innovation (vk, ind~pendant de yk) et

Evk = h Pk1 1& + -

d'oii le lemnme.U

Expressions asymptotiques de E[(Xk - kk)2 et de E[(fk - Mk)21 quand
le pas de temps est cc'

On prendra dans la suite At = El, a > 0. Notre but est de faire une discussion
sur I'ordre de grandeur de I'erreur associ6e au sch6ma (9), pour les diffirentes
valeurs de a,

Remarque 2.4 On rappelle que:

(2b + b2 At) 62 +u42 At + p ,At) 24

22

p,,(c) [f(2b + b2 Aj) 62 + a' h' At]' + 4 a' 2]~ 1/2

Donc c ~ c G ~ ' e

C~c v 5 P :5C7



Alors, puisque puo > 0 (i.e. la valeur initiale de la covariance, Po, est une
constante ind~pendante de e), des calculs pr~cedents il vient que:

C2 k

0<

.k(s) iso,

o'u

cO (1 + b C)2  4

C2 [12 + h 2 Cp,]2

i.e. cO < c2, puisque

_a p.2a(- a 2

C2 [62 + h 2 e p.]2

Ca [h2 ps - be 2][ 2 + h2 ap, + (1 + be) 21 >0
=[2 + h 2 Ca p]>

pour e "assez petit".

On 6tablit la proposition suivante:

Proposition 2.5 On a l'estimation

Cexp{-c tk+lI+ C, si a> 1

E[(Xk+l - k+ )2] < C

exp{ [4 '(1 -a) +2(1-a)] loge} si a<l.

Preuve
Par ddfinition,

)2) C 2 (Ilk+, + p.)
E[(Xk+l -X k+ )1 = Pk+, I C + h2 e (k+l + P )

C C2 PSe~+p2
- 2 2+h2 caps + 2h2 Ca,

S (coc 2)k+ ' + CC, si a>1
CC2(1-a)(CO/C 2)k+l + Cc2- , si <1

d'oi la proposition.

D'autre part, du lerme 2.3, on obtient le lemme suivant:

8



Lemnme 2.6 On a l'estimation

k+l
E[(Xkk+l _ Mk+1) 21 < Z(i - A)k+l-'iB7

i=0

A = 1+b-2( )

Bk+l =A-2c+h tk+I

Bo E[.k Mo) 2].

Preuve Le lemnme 2.3 devir .it:

Zf(k+I- k+1 2 != ( -A) E[(X4 - Mk) 2 ] + B;.+,

2.2 Filtre utilisant le gain stationnaire

On prend cornme approximation du gain Ok le gain stationnaire 0, i.e. 0"
(voir le schema (9)). On d~duira par la suite des r~sultats pour d'autres types
d'approximations 0 . pr6ciser.

Dans ce cas, on obtier-it la proposition suivante:

Proposition 2.7 Pour le sch6ma (9) avec tJ = 0, on a I'estimation

[ Cexp{ -c tk!!I si cc> 1
E[(Xkk+l -Mk+ 1) 2 ,

1Cexp{4tk±!(1-a)Iogcj, sia<1.

Preuve Suivant les notations du lemme 2.6, on a

-A=(1 +be-) 2 (1 -h ,) 2

_ (1 +_b Ca)2 4

W~ + h2 Caps)2

_ Co

Bj+j 771 c

9 
M
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[[~2 + h a+2 2~l ~2 + 2 e to I~

12+h2 6,p+,,,][6 2 + h2 Ccp,]J

[2+ h2 Ccr+42
1 +h2 ea p,+,I;] [E2 -r li2e.1 2 i'+1

et, puisque pi+11i p.,, on a la majoratic.

Bjk 2 6 + 2 B 2

t~B+ P [ + h? C.pI13 i+i -li

o2 ea+

h2 a PsJ

et

H A+ 2

et Ho est tel que
E[(.ko M0)2] = BHo0,2

D'aprbs cc lemme,

Mk+1) 21 l2 (co/c2) - + 2
E[(Xkk+l -c/2 E[(kk - k)+ B[(Co/C 2 ]lk+ '40

k+1

5 Z,(O/C2)k+lt'B[(co/c2)2IiHi 14
i=O k+ 1

11 1B (c-oc 2 )k+l F(coc 2 )iHj . ~
i=0

On cherche maintenant un majorant pour la s~rie (C 0/C 2 )iHi)

Or,

= =2 avec -<1

1 110 (CIoIC2) +C2J2 C2

_ _ _ 11OC

~C/o - COCO -2cI)'
(1 P + (C1 I2)iJ

10



d'oii

k+1 - o2 k+1 c/I

i= 1 Pl/o i=1 [1 + (C2 -O C 00/c1 P) -(CO/c 2)]

On commence par calculer l'ordre de grandeur de C t

C2 - CID (2h _ , _____-_(1_+__ bea?_c4

Ci/Po Po h2 So W + h2 eaps)

S,)i Nurn le nurn~rateur du membre 'a droite dans cette expression:

IV tln (,_2 + h 2 _ p,) 2 _(1 + b 6) 2 C4

Ca b Q~.~ 2)[62 + h 2 c ',p+ (1+ be') C2 ]

Or p,-bC2 OeV e) ' u etra N -m O(C4, V C,4 3 ) et donc

C- CI O(c, v 6)
C1 Po

De plus
C2 - CO0

Ci 110

On peut faire la majoration suivante:

k+I (c-O/c 2)i

i=1 [1 + (C2 -IMC c)(iPO) -(CoIC 2)i'1

[0 (CIO/C2) dx
Jo [1 + (C2 -co)/(ci PO) -(CO/C2)2

log (co/c 2) [1 + (C2 -co)/(ci UO)J(C2 -co)/(Ci P0O)

Donc

k+I
~Vi~i~i ~C 2 - C0  -

L.AOICCI 4 1 09lo (C0 /C2) 1 + (C2 -CO)/(C 1 PO)+H.

De l'expression (11), ii vient alors que

E _fklMk+1) 21 :5 P2 -1+(E I'D_______i

CI P0 log (C/c)D + (C2 -C 0O)/(Cl P0)

Ril



Etant donne' que

O(C, sicar>1

et -
___1__ <____ 06a-),si a > 1

109g(CO/C 2 ) -1(CO/C2) 0() ia 1
on obtient la majoration:

B -1 1 + Ho) < JC siar> 1 (12)
log (co/C2) 1 + (C2 - c0 )/(CI YO) C 6 4( 1 c) si a < 1

et
B!!0 = 12- [,t - Mo) 2].

Donc,

0 Si a > 1, puisque 1 - c0/c2  Ve),on a l'estimation

E[(X k+i - Mk+i) 2] :! ep- t k+1

* si a < 1, puisque co/C2 = 0(644 Qc) ), on a l'estirnation

E()kj- Mk+1) 21 5 Cexp{[4 (-k~ + 1)(1 - a)] loge .i

Remnarque 2.8 On peut constater que, quel que soit at > 0, les valeurs sta-
tionnaires de E[(XAk+l kl 2 et E[(Xk+l - Xk+l) 2 ] sont du m~me ordre de
grandeur donc l'utilisation du filtre approch6 (voir le sch~ina (9)) est justifi6e.

2.3 Filtres utilisant une approximation du gain station-
naire

On cherche maintenant les expressions plus g~n~rales qu'on obtient quand on
utilise une approximation 9 du gain asymptotique 0..

Pour la construction de cette approximation on va d'abord consid~rer des
approximations pour la covariance p,. Elles conduisent naturellement, 4 des ap-

proximations pour le gain 0,.
On va estimer l'erreur Xk - Mk.

12



Proposition 2.9 Supposons que p, - = O(cm) ,m > 1, i.e. p est tine
approximation de p, d'ordre cm.

Alors,

E[(Xkk+l -Mk+I)2] Cep< ~ 2~±ei1

Cexp{4 tC(1 - )oge + Cc 2m+45 , Sia< 1.

Preuve D'apr~s le lemnme 2.6, on a I'estimation

k+l

E[(Xk+l - !Vfk+)I] ZO. - A)k+l-iB,
i=O

et i-A-- [ 2 + h2 Ca p)2
et~ ~ ~ ~ ~ -Bi 2 + pl-

avec

-[6
2 + h2 Cap.]J[62 + h2 ect ]2

et

Il =iL + (p. - )

Donc

k+l

E[(Xk+j - Mk+1) 2 ] 1:( _ A-~ -[I + C 6-] 2

i=O
k+i

< 2D(~ )k+lpi,?+ ce 2 m A
i=OA

En utilisant les majorations dans la d6monstration de la proposition 2.7, on
obtient la majoration:

Ef(Xkk+l -Mk+1)
21 2DI1 (1I A)k+l H,+ eL

0 F, I1-A A

Maintenant, si p, - p 0 alors 1 - co/c 2 ; par contre, Si p, - p 0 alors
1-A < co/c 2 . Par consequence, on a

E[(Xk+l -Mk+1)
21

13 4
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<2Bpy'[(1 - A) V (CO/C 2)]k+l Zk o/+ )H + C 2 m P

1=0 A

<2BpU2 [(1 - A) V (cIO/C 2 )k+1(C2 - CO -1 1 -+ Ho)0 CI PO log (co/c 2) 1 + (C2 -C0D)I(/( 1 0)

Q uelques calculs nous donnent:

1+ (C2 - CO)/(CI 140)

h 2 6 cl+ 4

[e2 + h2 ec p,,][6 2 + h2 cor p]2

(p, - b/h 2 62)[,-2 + h 2 Ca p. + (1 + bs*) 2 ]

U0 (6 2 + h2ep) c (p -bh 
2)[( 2 + h2 c-,p. + (1 + be) 2{ (e*-l) , si a >1I

A =ec' [h 2 p- b c2][,_2 + h 2 Eap + (1 + bEc,) 2]
[P2+h2 cr p2

oji h 2 p-be 2 < C(6,VE)

0(6-1 ,a>1

h _ 

2 c 4

A [C2 + h2 ea p5 [/L2 p - b E2] [C2 + h2 Cap + (1 + b ca) 62]

0(e," a < 1

On obtient donc les estimations suivantes:

0 si a > 1

EIX) k+l _ Mk+1) 2] :5 C exp -cLk-}I + C 62m-1

e si a < 1 , puisque 1 - A< <O(64(1'c)),

E[(Xkk+l -Mk+1)
2 ] :5 C exp{14 tk±i1(1 - a) loge} + C 62m +4 -5 a

14



2.3.1 Approximations obtenues pour la covariance p,

On utilise un dveloppement limit6 de pa(c) pour construire une approximation

p de p. et on obtient donc une approximation 0 de O, par # 2- hpe*
62 + h2 Cap"

On explicite quelques expressions possibles pour 1'approximation de la vari-
ance p:

Puisque, par hypothese, a h > 0, on a que

(a) si a > 2, le d~veloppement de Taylor de pa(e) nous donne, apr;s quelques
calculs,

= 2huac+ 0(c3)

et donc 01 b 0 2  
3

PS= + T2+2 +0(C

Si on prend, par exemple,

1.P=<'hl i.e. p, - p = 0(0) , alor

E[(Xkk - Mk) 21 e - Ce3 . (13)

2. p=cr/he +blh2C2 sia # 2 ,i.e. p,- p = O('o V 3) ,alors

- Mk) 21 _< C exp{-c -I + C (e2, - 1 V e5).

3. [p=01he+bh2 Ce+c2 /2c si2< a <3,i.e.p,-p= o(e 3), alors

E[()k - Mk) 2] _< Cexpk-cL} +mCc

(b) si 1 < a < 2, du d~veloppement limit6 de pa(e) il r~sulte que

or + O(cv 2 2*-) (14)
S2

donc on peut prendre comme approximation de p, par exemple:

1. lp = u./hei.e., p. - p = O(c<) et alors

EC(-cxp(.c!- _ Cc 2 '

.4• 15



2. ol c /h + a'12 c* i.e. PS 0(- p 2 v c 2 a 1 ) et alors

-[± Mk)21 Cexp{ -c tk + C (63 V 64a- 3)

(c) si a =1, le d~veloppemnent limit6 de p,,(c) est un peu particulier:

p,() = a h N4 +a 2 h2 C+ 72bCu+h(3
v4 + ,2 h2

ce qui entraine:

o, o1 2 h2  o2) b bo
=S 1+ -4-+T2 +e2 h V1 +o.2/4 )6

+0(63).

On propose, par exemple, les approximations suivantes:

1. jp (olh V1+ a2 h2/4 + a.2/2)6 c ~.p p = 0(62) et alors

Effk- Cexp{-cLk~ +Ie

2. p(o'/h V1 +o* 2 2 4 +oa /2) c+ (b/h -+)
2hVl+ 2 h214

i.e. p, _ p = 0(e 3) et alors

-Mic)
2] Cexp{-ck-} + Cei5

(d) si 0 < a < 1, le d~veloppement de la fonction p,,(c) devient

d'ob
PS02e1 + 0(c 2 -a

Donc, si onl prend p 2 e i.e. p, 0(62-a), alors

-[.k Mk) 21 < C exp{4 -k(I - a) log c]} + C sc'-.

16



2.3.2 Approximations obtenues pour le gain

Puisque notre intrt porte sur la construction de schemas du type du schema
(9), on essaie de decrire une approximation du gain stationnnaire 0,. En fait ces
approximations peuvent aussi etre obtenues directement d'apres le developp-
ement de p (e), sans passer par l'approximation de la variance.
On a

hi +D 0

i oh
ou Do 2e

(2b + b2 ea) C2 + a2 h2 e. + p,(e)

et
pa() > c(C", v )

* Premier cas: a > 1 1
Do

puisque p,(c) = 2 hac + 0(c3 v c2-1).

Une approximation de 0, est donc
~(15)

Proposition 2.10 Si a> 1, avec le gain approchi donni par (15), alors on a

l'estimation

E[(k+l- Mk+,)21 C exp{-c tk+,} + C (e26 1- V E3)

Preuve

Puisque

h2 + h2 ca p

et, dans notre cas,
ol cP= h( _rhs l

1
on obtient, en utilisant le ddveloppement limit6 de 1 - h~a

01 2a + 0 (3-2).

Par consdquent

P, - P = c (e2 V ) et, si a > 2, p, - p > 0.

Donc, de la proposition 2.9, on deduit les estimations suivantes:

17



pour 1 a <2,
Mk+1)21 tk+1 o

E[(Xk+j k1 C exp -c-} + Cc2

pour a > 2,

ER(Xk+1 Mk+1) 2]: C CeXp{_C tk} + Ce 3
L C

Remnarque 2.11 Une fois encore on trouve des estimations de EII(Xk+l -Mk+1 )2]

d'ordre, inf~rieur ou 6gal h. celui de E[(Xk+l - .kk+1)21.

Remnarque 2.12 Le schema correspondant aux approximations (13) et (14)
0r+

(i.e. qui utilise, le gain 9 n )2+~h~ na pas d'inter~t pratique, puisque son

utilisation oblige a un caicul plus compliqu6 que celui du schema qu'on vient
d'obtenir alors que l'ordre de 1'erreur associe'e reste, le mnme.

*Deuxi~me cas: a < 1
h2

Doiic une approximation du gain stationnaire 0, est

Le sch~rna (9) devient alors;

Mk+I Yk+I(16)

*Troiszikme cas: a =1
2

o,~ h 717±o 2 h 2 .

Q uand c - 0, une approximation de 0, est encore

et on retrouve le schu~ma (16).

Proposition 2.13 Si ar < 1, pour un tel schdma, on a:

-f) ~ Mk+1) 21 = OC43

et -Mk+ 1)2J1 -a
E((Xk+ Ih

18



Preuve

i) IJ'apres le lemme 2.3,

Xk+1 - Mk+1 =Y~ e)k

donc Exk l e +k~ )2~ klk(~+ -4 ( ~)k

E[(X~l k~1 2] -h
2 Cf [e0 + h2 e' Pk+lIk]

d'oii la premi~re expression.

ii) D'autre part,
Xk+1- M+1 -2
Xk~l - k~ ) -Tk/2 Wk+1,

d'oii la deuxi~me expression clans la proposition.
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2.4 Rkcapitulatif

Les tableaux suivants nous donnent les vitesses de convergence It 0 de 1'erreur
quadratique moyenne pour les diff~rents filtres approch~s qui ont fait l'objet
de cet 6tude, mettant en 6vidence ]a d6pendance de ces filtres selon le rapport
entre la variance du bruit d'observation et le pas de temps.

*Pour a > 1

gain du iltre approchi estimation de l'erreur

0, (gain stationnaire) c-t~l

C (.-2a-1veS

< ce < 2 or,-+l + 7
2 h/2C2  

&C 6 Ea3
I <a <2 C2 + or he c+u 2 h2 /2e 2 6~v 4 3

aca+l+ bhec+ 2 + , / ~

2<a 3c 6 2 +ah,-&+'+ +b a+2 + o 2h212a C C

D'autre part, on a:

E[(Xk+l ' k+1) 2 ] C ect +1/ Cc

20f



*Pour a =

gain du fiK re approchi estimation de l'erreur

0, (gain stationnaire) ce-ctk+l/t

1Cc

a vr1+T-yh/4 + o2 h/2 3

I + h (o /Wa ; + Cr2 h/2)

012h2 o2 h b bo
0 4 1+ -2 +(-+ 77777 6

4' 2h 2 h bauh/

1 +h(u 1+-4+-2)+(b+ bh
4 2 271777 74)

D'autre part, on a:

E[(Xk+l k k+1)2 < C Cectk+1/e + CC

*Pour a < 1

gain du filtre approche estimation de l'erreur
-[)k~ Mk+1) 21

0, (gain stationnaire) cecj+/ t&.g)ilt

012 h 2a e4 t +tIt (I - c) log I + C C- 7 or4

c2 + o'2 h2 c2a

D'autre part, on a:

E[(Xk+l kk+1)21 C [ klel*+(-r)lg + C 62-o

21



r7

Remarque 2.14 Des calculs analogues nous permettent aussi d'estimer di-
rectement Xk - Mk.
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3 Cas non ineaire

On suppose naintenant que les fonctions b et h sont non line'aires.
On considkre le syste'me ciecrit par les equations

(Xk+l Xk~b(Xk)At~avAt wk+1, X=C

yk =v'T~(17)

(H2') C est une v.a. de loi de probabilit6 po telle que:

P0 EC, JIP0irpo(x) dx <ooVr >O0

Pour des raisons li~es h I'application d'une m~thode de changement de pro-
babilit6s, pour obtenir les estimations de l'erreur quadratique moyenne, ii sera
plus commode de consid6rer notre observation sous la forme, suivante:

qk+1 h(XI.) + vA+,(18)

oil {vk} est un bruit blanc gaussien standard ind~pendant de {wk,}.

Formellement, l'observation gk+I contient la m~me information que l'obser-
vation yk.

On suppose que £kest la tribu des observations jusqu' l'instant tk:

?= 0'(9, 92," Yk),

.e ?k -yk-. 
A

On veut 6tudier la "qualit6" de l'approximation

Mk+j = Mlk + b(AIk) At + 0 (qk+j - h(Mk)) , Al 0 = o (19)

correspondante . une 6tape de pr~dlict ion: Xk = E[XkIk. Le gain 6 sera donn6 a
par une expression pr~ciser par ]a %,uite.

Des r~sultats qu'on obtiendra stir I'erreur de prediction Xk - Mk on d6duira,
immediatement les r~sultats 6quivalents sur 1'erreur de filtrage, puisque, voir le
paragraphe 3.1.3, on a que

Ikk.-Ak 15C At ,
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oii =k E[Xk-..IY'k].

Pour la construction du filtre approch6 on va s 'inspirer de 1'tude du cas
lin~aire et ainsi choisir une approximation du gain. L'estimation de Xk - Mk;
sera obtenue h partir de I'6tude d'une s6rie re'currente. En revanche, pour estimer
Xkk - Mk, on introduira d'abord deux changements de probabilite's et on obtien-
dra une expression asymptotique pour Xk - Mk qui fait intervenir les d~rive's
de X * par rapport 4. la condition iniltiale. Sur cette expression, on conditionnera
les diffirents termes; par rapport 'a la tribu ?nk des observations et on procedera
a des estimations. Selon la valeur de a, les changements de probabilite's choisis
seront diffirents et on aboutira, evidernment, des expressions asymptotiques
diffirentes pour Xk - Mk. Dans une premnibre section on e'tudie le cas a >1
(section 3.1) et en suite le cas a = 1 (section 3.2). Le cas a < 1 offrant certaines
difficult6s dans l'application de cette m~thode de demonstration, on se lirnitera
~faire une remarque proposant un filtre approch6 "performant".

Hypothe'ses: En plus des hypoth~ses (Hi) et (112') on suppose que:

(113') h est une fonction C' h de'riv6es born~es et I jah'I I oiz'(x) ! Ch > 0 , VX.

(114) b est une fonction C' hi d~riv&es born~es, Ib'Gr)I 5 1b'11 , Vx.

(11) At = c' a >1.

Remarque 3.1 La remarque 2.1 reste valable dans le cas non lin~aire, c'est
,. dire, pour des raisons identiques, la condition "uh'(x) > 0, Yx" peut tre
remplac~e sans aucune difficult6 par "ok'(x) # 0, Vx". Ce qui est n&cssaire
est que la fonction h soit suppos~e injective.

3.1 Ln cas a> 1
On consid~re d'abord le cas oii At = cc', avec a > I.

On propose un filtre approch6 unidimensionnel et, pour ce filtre, on estime
Xk - M'k et tk - Mk.

Le filtre approch,6

En analogie avec le cas Iin6aire, on prendra j = oAtdans le sch~ma (19), i.e.

Mk+I Mk + b(Mk) At + At (9+ - h(Mk)) , Mo in0  (20)
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3.1.1 Estimation de Xk - Alk

On obtient facilement le r~sultat suivant, lequel ge'n~ralise le re'sultat dans le
cas lin~aire:

Proposition 3.2 Le filtre approche Mk etant donn6 par (f20), on a l'estimation

E[(Xk - lk)'I C exp{ -c'- + Ce' (21)

Preuve
On peut utiliser les d6veloppements de Taylor des fonctions b et h

b(Xk) =b(A'Ik) + b'(Ckx)(Xk - Mk)

et
h(Xk) =h(Alk) + h'( X(Xk- - Mk),

pour obtenir l'galit6

At
Xk+I Mk+I [1 - -h'(Ckx) + b'(CL) At] (Xk - Mk) (2

+0,Vt v 7 (Zwk+i - tlk+1)

D'apr~s les hypoth~ses (11), (H4) et (H15) et, vu que, d'apr~s (Hi) et (H2'),
Xk- Mk et wk~ - vk.41 sont ind~pendants, on a, pour c "assez petit" (c'

E[(Xk+l - Mk+l)21 (1 -Ch + ~'IA)E[(Xk -Af)j+ 2u

Soit A (
A-Ch-+IbIt), B 2u At.

Avec ces notations,

k
E[(Xk+l - k+1)21 1 A)k+B[(Xo - M) 2 ) + BZE(I - A)'

i=O

1-A)k+IE[(Xo - MO)J + ~,(23)

puisque 1 -A < 1.
Mais

At At
c < A <C(-)
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donc
B- =0(c)
A

et (23) devient:

E[(Xk+l - P+i) 2 ] :5 C exp{-c t±I} + C c

ou, plus pr6cisement,

E[(Xk - Mk)'] 5 C (1 - A)k + CE. (24)

N

3.1.2 Estimation de kk - Mk

On montre le th6or~me suivant:

Th~or~me 3.3 Le schetma (20) verifie:

kk- Q~k (,_2- 112 V e)

au sens ois

E[J~kk - MkII <5C exp{-c L}+ C (~C-1/2 V

Preuve
Elle sera divis&e en plusieurs parties, utilisant des changemnents de proba-

bilit~s, une version discrete du Th~or~me de Girsanov et la d6rivation par rap-
port h la condition initiale.

Changement de probabilit~s.
On introduira deux changements de probabilit~s (6tapes (a) et (b)).

(a) Le 1' changement de probabilit&s affectera Ia. Ioi de v.

On consid~re la probabilit6 P d~finie par:

avec

L exf Ef- h(X-1)] v h(X,.. 1)]2 I

26



On utilise 'quation de 'observation

-Uk = 17 1-h(Xk-.)]

oii Xk 1 est .Fk-1- mesurable.

On obtient:

Lk exp{ 7 IE h(Xi..1) yj- -~* h2(X,.. 1)]}

D'apr-l-s la version discrete du Th~or~rme de Girsanov (v.oir 1'annexe A),

sous P (probabilit6 de r~f~rence), wk et -/E Yk sont des .:7-

bruits blancs gaussiens inde'pendants. (P est 'equivalent 'a P dans
chaque .Fk.)

(b) Le 2 "-ne changement de probabilit6 va, affecter la lo- de w.

On d6finit la nouvelle probabilit6 P par:

dP
dP~

avec

kV

-~ Z[--[h(Xi....) - h(Mi-)) 2

Soit {Wk} le processus d~fini par

=~ Wk - h(Xk-..) - h(Mk...l)].

oh Xk.I - Mlk.. est Fk-,.-mesurable.

Alors

Tt k
Ak =exp{ -~ V X[h(Xi-1.) - h(Mi... 1)J fi

--.; Z[h(X.. 1) - h(M,)]2
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D'apre's la version discr~te du The'or~rme de Girsanov,

Sous P, t vk et -Yk sont des bruits blancs gaussiens ind~pendants

et Xk v~rifie l'&uation:

Xk+1 =a' At [h (Xk) - h(Mk)I + Xk + b(Xk) At + 0'VEt I-k+l. (25)

La densit6 de P par rapport Pest LkAk donc:

V v.a. ~bP-int6grable et .17k-mesurable,

E[?PIikj 2[ bLkAk Ifk]
B[Lk AkIf kI

Soit

S _ log (LkAk).

Puisque

t = -(Xi -mi) - X--mi

\- ~ [b(X 1.. 1) - b(Mi... 1)] + - y - hX-~

on a

1 k
S - - - h(Xi-.) - h(Afi...)]f(A'i- A'!) -(Xi.... 1  - 1 .)]

ac =1

At k

At k tk
+--Z(~1 ~-T h(Mi.1). (26)

j=1 =

Remarquons que les V-~m et 4'"" termes du second rnembre de cette expres-
sion sont Ylk -adapt6s et disparaitront donc dans la normalisation.

Derivation par rapport Ai la condition initiale.

On consid~re les variables qui in ervienncnt. dans nos calculs comme des
fonctions de X0 (condition initiale) ef. des processus f i'-kJ et {t~k}

On note ?Pk = k(X0, 14, 9k).
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On a que X. est diff6rentiable par rapport~ X0 .
On veut deriver les expressions (25) et, (26). D~finissons alors les processus

Zk a , (Z.~

Z.k ~(Zok =Zk)

et fixons k.
$ La d~riv~e de X. par rapport it Xo est donn~e re'ursivement par 1'expression
* (27).

Lemme, 3.4 Pour n > k, Znk Virifie

Z~k = 11(1~o At-h'(X) +At b'(Xi)) 1  27
j=k C(7

Zkk =1

Preuve
De (25) vient que:

Xil= 0-A [h(Xi) - h(Mi)] + XC, + b(Xi) At + a-f- v~

donc, en d~rivant par rapport lt a condition initiale AXo, on obtient:

=i~ (1 t h'(Xj) + At b'(X.)) Zi.

Par r~currence, on d~duit 1'expression de Zi,i+mn:

i+m-I At
Zi,i+m = I (1 + U h'(X,) + At b'(Xj)).

3=:

Pour n > k)
n-I At

Z =, 11j + 1 + l'(X,) + At b'(Xj)) 1

j=k

On a la majoration suivante:

Znk :5( + ChAt-IbI t(k (28)
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~t -k

D'autre part, en d~rivant (26) par rapport X A0, on obtient l'expression:

log (LkI.k) = X- Mj) h'(Xj-..) Zj...

1k

-- F,[(X...1 - Mi-1)IZ X -1 Z - A 'X. 1 ~. 1
aci=1

At k

ac =1

Expression asymptotique pour Xk - Mk.

L'6galit6 pr~c~dente nous permettra d'6crire une expression asymptotique pour
Xk - Mk.

On obtient, tout d'abord, N'galit6

-(k-

- EZvi-I - JIj-j)[h'(X,-i) Zi... 1 - h'(A7i- 2 ) Z-..2 1

At k

+-± Zfb(Xi.-i) - b(N.-I)] Iz(X-1 ) Zi-I - -j-log (LkAk),
ci=1 I

avrec Z- 0.
On utilise les d~veloppement de Taylor de 2 d et I"~ ordre, respectivement, de
h et b:

bX-)- b(A4'- 1) =b'(( j1 )(A'j... - A4' 1).
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On obtient N'galit6:

Xk-Mk

1 k

hlX-)i=1

At klo L k ,,.(9

l'(Xk..l) i=1

Mais
s pour i > 2,

h= X-)X- - Xi-.2) Zkl~- + h'(j,)X- - Xi- 2 )2 Zk.1,i-2

+h'(Xi-2) h"(Xi- 2 )(Xi- 1 - Xi- 2 ) I Zk-l1 -2

+[At h'(X,..1 ) b()Ci..2) (1 At- h'(X... 1)) - a2A 2 h'(X...1 )2 h'(Xi-2)] Zk..4,i-,

puisque

h'X-)- h'(A'i. 2) = h"(Xi-.2)(X... 1  - z2) + 1 h ...(&-i)(Xi-.. -22
2

et

h'(A7i..1 )[h'(Xi-1) - h'(A'- 2 )I

-h"
2 (jj~)(Xj..1 - Xi- 2)2 + h'(Xi-.2)[h"(Xi-.2)(X.... - ATi. 2)

1 
2

Soit+i 2... f 2)(Xi-l - Xi...2)
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On a la majoration.

I4 C( At,- V At) , Vi > 2.

e Pour i = 1, 
6

= (1-c At h'(Xo)) h'(Xo) 4...,,o

= 01z_'

oil

01!_ h'(Xo)(1 - a Ath'(Xo)).

1 k_

h'(Xk-..) E (XFi - Mi-.1 )(Xi.... - Xi- 2 ) h"(Xi-..2) Zk...,i-2

+ 2h'(X) i- - A-)X- - Xi- 2) h"'(ef1 ) Zk...,i-.2

EvAt A - Ali,.) f [h"2( j") + h'(Xi-2) h"...( ")](Xj... - -2
C h'(Xk-.1) i=2

+h'(Xi-2) h"(Xi- 2)(Xi-1 - Xi..2) } Zk-.l,i- 2

+ 1 kjX.. -i

F(X=2 + a At/,-h(Xi-.2 ) + Atb'(Xi..2 )

+ 1 (X. - M.) h'(X0) (I - -A h'(Xo) + Atb'(Co')) Zk,~,o

+ 2Ch t )(Xo - M0o)2 h'(Xo) h"( O) Zk-..,o

orAt k:

a c a log (LkAk) Zk...,o (30)
h'(Xk...) &X0

On remarque que:

I +o' t/ h'X~) +At '(~..2)+ At b'(( ) h'(Xi...1) < C (-i- VAt) p, Vi > 2.
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On cherche maintenant des majorations dans L1 pour les diff~rents termes
de droite dans (30), . 1exception du dernier.

Voyons d'abord que:

E[(iI- Mi-.1)(Xi-1  - ,. 2)II 5 C VA/-t(E[(Xi... M- 12]12

Puisque, voir (24),

Eli - Mi-..1)] C [(1 - A) 1 ]'+Cv'

AAt+ b IIA2
1 -A =(-ch--+IbI~)

et, en outre, d'apr~s (28),

Z~k < (1 + Ch' At I JbIIIAt) (n-k)
on a que:

* le 1's' terme est major6 (dans LI) par:

C Vcrexp -cL} + Cc, pour Ate.

Cette estimation est justifi~e dans 1'annexe B.

* le 2 "e terme est major6 (dans L') par:

C kt I At At,[(I - - + Ib'Ii At)' 1 +C/](.+A - Ilb'fI At)(+)
KC Atr (1 + Cj -/ Il'IA~kZ'- (c, + Chi A)]

i=2 c

" CAt(1 ±Ch At I JYJIIAt)k~ 1) C t l~~lA)]

At
+C AtVe- E l + - Ilb'JIAt)--

AtCAt)-k
" C t~lch l~l (k- 1

1 (+ Ch- - PHb'JAt)'

EfIXi. 1-I Xi-2 1(Xi. 1- A'I,.. 1)2J :5 C At (E[(X,. 1-I Al,-. 1 )2)12
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*le 3mc terme est majore' (dans V1) par:

C /exp-c tk} + Cec*

puisqu'il s'agit de la some d'un terme du m~me type du 1l' terme ici
6tudi6 avec un torme du m~me type du 2 "c, multiplies par un facteur

d'ordre A
c

*le 4 me terme est major6 (dans L') par:

k tI1- ( hA t A t) -k iCpZ[(1 - Ch- + lbl t' Vl1+C ~ilt~i

< C (, Vc -'exp{-ctk-' + C (C*-1/2 V 32

* le 5"~ et 6 "e termes sont major~s (dans LI) par:

C (1 + Ch At _ I 16,11 At)-(k 1) < C exp{ -c -.-

o le 7me terme est major6 (dans LI) par:

At I At + ~( hAt
C - f {(1 - Ch -+ 1lb'1l At)2 (i1 +b I }(+cj -lblI At)-(k-i)

< Ce~plCtk} C

donc on 6tablit 1'estimation

Xk -Mk± +~ 0A o (LkAk) Zk....,o = oc-12V c) , (31)
h'(Xk-1.) Xlo

au sens oii

E[I~k-Mk+h,(Xk-) O-X- log (LkAk) Zk-1,ol<Cx01T+ ( V )

Vu que h' est born .: sup~rieurement et inf~rieurement, on peut 6crire que

h'(Mk-..) h'(k. 1 Mk log (LkAk) Zk...,O = Q -e/2 v )
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On utilise la d6composition

X I- (Xk - Mk) + -h'(Xk-. - k)W(Mk.l)

oii le 2 d terme est un produit de deux facteurs d'ordre O(V/-) dans L cf
proposition 3.2) et, par cons~quent, d'ordre 0(c) dans L'.

Prenons l'espe'rance conditionnelle par rapport k. ?k

On va montrer que:

E[#A log (LkAk) Zk..,o1yk] =0(j) (32)

et alors on a
k - Mk Q(ea-1/ 2 V 6)

au sens ohi
tic

E[IXk - MIl 5 C exp{-c-} + C (e1 2 V c)

On utilise le lemnme 3.5 pour prouver ce r~sultat.

Lemme 3.5 On a l'estimation

E[ - lo(kkZ-,l = 0(l),

au sens oii

E[ lg(k~)Zk 101~k <C.

Preuve
On rappelle d'abord que:

Og
Si g E CG et g et -2sont des fonctions int~grables par rapport h la

mesure de Lehesgue, alors

J2 gdx 0. (33) la

En particulier,
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soit ~bune v.a. differentiable, par rapport h X0 telle que:

PO

soit
g(X) -=PO(X) ik(X, {tVA1, f{Yk),

oi O(X, f 141}, {yk}) est ulie fonction diff~rentiable par rapport k x

alor + N-iv 1 oI =. (35)
&OX 0  PO

On applique la formule de changement, de probabilit6,

a [~ log (LkAk) Zk-..,o LkAk lyk]

X0E[LkAkIik

k[ a (LkAk ) Zk_...lk]

- E[PLkAktk

Soit

Puisque

-(LkAkZk-1,O) = -- (LkAk) Z,.... 1,0 + (Lk Ak) -Zk1,xo 0 ao

on a que

= [~(LkAkZk.) lIykI - B[(LkAk) & .Z...,,oIk]

Ittant donn6 que (LkAk) Zk...,o v~rifie la condition d'int~grabilit6 (34) on
applique (35) pour obtenir:

-(LkAkZk-1.,o)tJ= -[(LkAk) Zk..1,o 0 X0 Ik

et alors

'kk= P(X)(LA) Zkl,OiIFk - Bf(LkAk)- 2- Zk.,0 1ilk]
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On a donc

E[aolog (Lk Ak) Zk,,oI~kI

E[(LkAAk) -&X0 Zk2loIk [(LkAk) ~-Zk-loFrkI

B[LkAklgkl R~[LkAk IkI

-~E~e~~(X0 ) Zk_1.OI FkI ] [Z. 1 o~]

-[P0 E a0  -,olk

Puisqu'on avait suppos6 que

I ' ,X o(T x<0oP '(6
P0r

et, de (28), on a la majoration

Zk.1,0 1+ Chi At i'! t( 1

<Cexp{-c ±?2.}

ii vient que le lier terme est d'ordre Cexp{-c tk}. Alors, ii nous suffit de
d6montrer quec

Or, de (27), on peut obtenir la de'iv~e partielle de Z,,o par rapport 'a Xo:

a Z70 E(, At h"(Xi) + At b"(Xi))(1 + a At h'(Xi) + At b'(Xi))-1
axo ~ i=0

n-I At
1(I + 0 - h'(Xj) + At b'(X,)) 1

et

a

donc

I a ZoI (AtiI oh"jI + ((b"(j AI)(1 + ch At jjb'j At)_, (l + ch At - I'JY( At)-'
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At
C C ~ 1(1 + Ch AtI J'I At)-'

ce qui prouve (37) et termine la demonstration du lemme.

Remarque 3.6 On peut d~montrer un lemme plus g~n~ral que celui-l , lequel
peut 6tre 6nonc6 de, la fagon suivante:

Lemme 3.7 Soit {F}, un processus adapt6 (d~pendant de e), diffefrentiable par
rapport a X0 (Vk 0, 1,...,K).

aF
Si les moments de sont finis et si Fk =0(eq), alors, pour un certain

q 0, AOI

E[Fk~-. log (LkAk) [a.loifk Zk 1,0Fk + 0~~) (38)

3.1.3 Estimation de 1'erreur de filtrage

Enfin, pour obtenir une estimation de l'erreur commise dans une 6tape, de
filtrage, ii nous suffit de remarquer qu'une approximation du filtre optimal

Ik. E[Xk... 1 yk est donn~e par le schma (20), 6tant donn6 que

:4 k- I. = E[XAkI fkI -E[Xk.lI Ifk]

= Ef(b(Xk-..) At +a\VI"A k)I~k
= At E~b(Xk. 1 I- I

Corollaire 3.8 Le sche~ma (20) v~rifie:

E[flkk - Mk] 11 C exp{ I c! tI+ Cc 1 / VC).
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Remarque 3.9 Dans le cas h lin~aire, on voit immediatement qu'il ne reste plus
que les 4 me, 5 "e et 8mc termes dans 1'expression (30), tous les autres disparaissent
et, dans le lemnme 3.5 au lieu de 0(1) on a 0(c). On obtient ainsi que, si h est
lin~aire,

kk - Mk = Q(eck-1/2 V 6/)

i.e.
E[JI k - MkIl C exp{-c -}+ C (ea-1/2 V C3/ 2 )

3.2 Le cas =1

On consid~re maintenant le cas oil le pararnetre At vaut c, i.e. a =1 dans
1'hypoth~se (M5).

Le syst~me consid~r6 est donc d~crit par les 6quations:

fXk+j = Xk+b(Xk)ECO I/-Wk+l, xo=c 40

Pk1 = h(Xk)+V-vk:+1.

En plus des hypotheses 6nonc~es en d6but de cette section dedi~e au cas non

lin~aire, on suppose que:

(H16) Itoh'I< 2 ch.

Remnarque 3.10 Une telle restriction signifie que notre 6tude n'est valable que
si la fonction h "n'est pas trop 6Ioign~e" d'une fonction lin~aire.

Reinarque 3.11 En fait on peut consid~rer une hypoth~se le'gerement momns
restrictive, mais momns intuitive quand l'interpritation. II suffit, dans le lemnme
3.13, d'avoir le soin de chercher une minoration du gain un peu plus fine.

Le filtre approchM

On airnerait pouvoir construire tin filtre approche'e unidimensionnel, pour ce
probl~me. Cependant cette t~che se re'v4Ae d6licate, ce qui nous ramnne '. la
recherche d'un filtre du genre du filtre de K~alman 6tendu.

On consid~re le filtre bidimensionnel suivant:

Mk+I Mk + b(Mk) e + #L tk + - h(Mk)) , Mo = o (41)
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#k h12(Mk)[Ok-.l + a2 h'(Mk..1)] + Wl(Mk...)' go =00, (42)

avec mo quelconque et 0o tel que a 00 > 0.

Pour b et h lin~aires, ce filtre correspond 4i prendre le fitre de Kalman -

Bucy et n6gliger les termes en b At dans l'expression du gain.

On cherche d'abord estimer .74 - Mk et ensuite kk - Mk. Les me'thodes
utifis6es pour obtenir ces estimations sont essentiellement les m~mes que dans
la section pr&cdente. La mnme consideration sur I'erreur de filtrage qui aW
faite dans le cas pr~c~dent est vraie, i.e., avec les; notations du paragraphe 3.1.3,
on s'interesse d'abord l'estimation de Xk - Mk et puis on utilise le fait que

I'ki.1 - kI 1 <C6

pour d6duire le r~sultat recherchi6, l'estimation de l'erreur de filtrage.

3.2.1 Estimation de Xik - AIk

On 6tablit la proposition suivante:

Proposition 3.12 On a l'estirnat ion

E[(Xk - A'11)1 C exp{ -c Lk + C c.

Pour d~montrer cette proposition on fera appel . un lemme (lemme 3.13)
qu 'on pr~sentera par la suite.

Preuve
Etant donn~es les hypoth~ses de r~gularit6 stir les fonctions h et b, on peut 6crire
leurs d~veloppements de Taylor du 1er ordre:

Iz(Xk) - h(Mik) =h'( X)(Xk - IVIk)

et

b(Xk) - b(A'fk) = b(CJ')(Xk - A'Ik).

On obtient alors I'expression r~cursive:

Xk+1 - Mk+i (Xk - MkII) + tb(Xk) - b(Mk)1 # kfh(Xk) - h(Mk)1

+ - O'W-+I- #k 'k+1)

#k1 Oh(f ) + b'(Ck') e](XI, - Mk)

+ VC5(a' Wk+1 I k Vk+1).
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D'apr~s le lemme 3.13 ci-dessous, pour co "assez petit", on a

\'e < o, k -9h'( -) +(Ck')I 1 -A <1 .

D'autre part, puisque (i0k)k est une suite born~e, on a la majoration

E[(arWk+I - Ok Vk+I )2 ] = 0.2 + E[Pk] + 2 aE[#k wk+1Vk+1I 5 C

et

E { (Lwk+I - Ok Vk+I) [(Xk - Mk.) + [b(Xk) - b(Mk)] e-Ok[h(Xk) - h(Mk)I] 0

donc

-+ Mi) (I (- A)2E[(Xk - Mk)'] +C e

<(1 -A 2kl)[X - A10 )2 ] + C

d'oii la proposition.

11 nous reste . 6tablir le lemme

Lemme 3.13 11 existe co > 0 tel qice, pour un certain A > 0,

Ve <~ 60- 1 -Ok h W ) + b(~ <1-A.

Preuve
On utilise le fait que Ok-i/Ia> 0 et I'hypoth~se (113'). De (42) ii vient que

Jk a h'(AMk) (O6.- 1/aI + LI 2 h'(Mk...1)]
aI a 2 h12(Arn4)lt#k-j./L + aI2 h'(A'Ik-..)] + LI h'(Mk-..)

< -h'(11k) <-C

et alors on a que

jk 01 2 hW(Afk) h'(lVfk.I)
LI a 2 h'2 (Afk)[1/(ahlz(Mk-j)) + LIh'(Mk-..)] + aL Ak,

3h

I IILah'1 12 + IILah'114

On obtient les bornes inf~rieure et sup~rieure suivantes, pour 6k h'( X):
4

ch < Ok h'( X) < -xih'
2 IILah'112 + IIah114  Ch

d'oii on d~duit que:
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C44

*pour A, < 2Io'l+ jhj et s <C clT b 2 1oh'II 2 + I 1'oh1j14 
-A)

on a la majoration

4

+ '(~ < Ioh112  + IIVuhc'1-1A,

*pour A2 <-Cetc6 < 62  A2 Chn a la minoration,
Ch Ch tIbll

Ch

11 suffit de consid6rer

A = min (Ai,,A 2) et co =mi(1,-2

3.2.2 Estimation de Xk - l

Le th6or~me suivant nous donne une estimation sur l'erreur de prediction Xk
Mk.

Th~ori~me 3.14 On a 1'estimation

EUlXk - MklI : Cexp{-c-}k + Cc.

Preuve
La m6thode suivie pour d~montrer ce th~or~me est essentiellement la m~me

que dans le cas pr&c dent.

Changement de probabilite's

(a) On considbre la probabilit6 P pr~c~demment d~finie, avec At E.

(b) On consid~e la nouvelle probabilit46 P d~finie par:

dP

dP AVK
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4 avec

=k exp{ [h(Xi-.1) - h(i1]wi

or2k )u1~2
-- E_ Wi- [h(Xi-.1) - flkJVi-1iI

2 -c1~

Soit
=b Wk - hX- -hM-]

Alors /O-[(X..)-

Ak exp{ - k F [h(X:...) - h(Mi... 1)] tbi

a 2 k
Ei-_~ [h(Xi-1) - h(Mi-.1)f1*

Sous P, wk et - k sont des bruits blancs gaussiens ind~pendants et Xk

v~rifie maintenant I'quation

or2
XYk+l = [-.th(Xk) - h(MVk)I + Xk + b(Xk) c+ Orv"c tk+i (43)

Ok

D~signarit toujours par S le Iogarithrne de Lk Ak, puisque

=~i (Xi - 10- I X- - Il 1M. 1) - [bX -- MiO

_________ - h(Af1... )] + 0'- t'ij - h(AT 1.. )I ,

on a
1k1

k

+ k E [h(.X1. 1) + h(X,...)[(jj h(vf...M1)I
j=1 #-

U2 k 1 ( , I

+ - [h(Xi..1) - h(M1...1 )] + - h(M,.. 1) [j - h(M1..1 ~j (44)

Le d~rnier terme dans cette 6galit est Pk-.adapt6 et disparaitra donc dans Ia

normalisation.
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Derivation par rapport A la condition initiale.

Avec les n~mes notations utilis~es pr&6demrnent on obtient,

9 en d~rivant l'expression (43),

7j =(I + - h'(Xi) + b'(X 1) e) Z,

oii l'(X,) > ch (voir la preuve du lemme 3.13). On a donc la majoration

Znk (1 + C2 _ I Jb'II e)( )

e en d~rivant I'expression (44),

I 1 k I
-;,-og(LAk) = -j - (X, - A,) h'(X,..) Z,....

±1 Z (X- 1 - Mi 1 ) h'(X2.. 1) Z,_.1

k

+~ E - fb(X,-1 ) -b(M,... 1)J h'(X,-1 ) Z,_1

e =1 0

2  h2l'(X,-..) Zi-i

Expression asymptotique pour Xk - Mk.O

On obtient I'expression suivante:

Xk - Mk

I k h _(______

+ 0Xk-1) =I0_kO

h(k- 1 ) I_) " I ( i1 ________

h 0(k-1) i=

h #(k-. I - log (LkAk) Zk....,0o
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Mais
*pour i > 2,

Sh'(X -) [~L.-h'(Xi-1)] Iki- h'X- Zk______

eii-2

Etant donn6 que 0, v~rifie

Iz'(Ai'~...0,2 h h( 1(Mj i + ih' M-2)J
hi-2 2)

et, en utilisant les d~veloppemen's de Taylor jusqu'h l'ordre 2 de la fonct ion h',on a

=0 + 2~---- h'(Xi- 2 ) - [h'(Xi-1) + h'(Mi-1)J
2

Ot.2h'(A13..2) [hl(Xi..,) + h'(A1i...)l I h"(f ) (X,.... - I
1 or 2 a2 -O:f . + i-h]OS i-2  - h}- h"( i-2) (Xi... 2  -2

*pour i=1on a tout simplement

0 :th'(X0 ) 0 '(o)]

L'expression de Xk - Mk devient:

Xk - A'Ik

Ok- k

- Jzf~k..z)- Ah~ )X, - 1 2)hIX )i=3

2
+h- i- 2 h'(-2 1 - h'12 (X, 1) i.}h"(Ui2) Zk..I,. 2

k

I a2  

I+~- Oj0-~ /'(X 2-2) - fh'(Xi... 1) + h'(AMf- 1 )][l + - h'(Mi-.2)]
O i -I i _1 ' _2 i-2
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h"(al~) Z-~-

+2 k

k1

+ ck.. M -1 1) h'(X.-1) f. -h'(Xi... 1)I b'(Xi. 2) Zk....,i-2

+ k-1 k - h'(i0
h (-k. 1)i=2

+ h(k.)( 1 - ')X -M){-~- + h'(M1 ) - h h2(X1) Zkl,o

h'(k-1) 10 00 1O
+ h'(X) (Ao - Mo) { h -Ii(Xo) + c b(C 0X) -. }hl(Xo) Zk..1,o

h0(k-1) 00

- il E-a log (LkAk) Zk,0 5o (45)

Comme clans le cas pr~c6dent on cherche des rnajorations clans L' pour les
diff~rentS termes h droite clans cette expression, l'exception du dernier.

On a la majoration (voir le lemme 3.13 et la proposition 3.12)

<E[ 11 - Ok h'( X) + b'((k) 6 1 (X2.-2 - Mi- 2 )2]

+V-E[ Ia w- 0,- 2 Vi- IX,- 2 - A- 2 1]

<(1 - A) E[(X,-..2 - A't1-2 ) I + C v'e-(E[(Xi..2 - A4V..2) )1/

< (1 - A)2,-'E[(Xo _ A'Io) 21 + C \/'- ( 1 - A)- 2 (E[(Xo - AIO) 21)1/2 + C,

ob la constante A clans le lemme 3.13 peut &tre choisie tefle que 1 - A >
(1 + C2 E) -~I )1/2.

On a alors que:

e le I"' terme est znajor6 (clans L') par:
k
C ~ { C (1 - 2()2 -s1) C + C V/6-(1 - 2 1(1 + Cl t't -ki1

t=3
t k << Cexp-c-})+ cc

e Ic 2 "C terrne est major-6 (clans V') Ipar:

L tkC1:1(1 - A)'('-') + C cJ(1 + c' - Ilbtite(k c ) <Cexp{--}+C
i=2 4

464



* le 3 mc terrne est major6 (dans LI) par:

k )2 I ( 2tk-

C E[(l - A) 1 + C_]1+c Ijb'IIl <>ki C exp {-c- } + C
i=1 6

* le 4 "e terme est major6' (dans LI) par:

* le 5 "e terme est major6 (dans L') par:

Ce exp f -c tkI}+ C e3/2

e les 6 "e et 7 "c termes, r~pr~sentant la contribuition de l'erreur F.linstant
initial, sont major~s (dans L') par:

C (1+ C2tic I
h( Ic - I-i)(k-1) < C exp-c c}

Finalement, on a que

E~~ k+ ok- I lo0 L~)Z-. 1: xf- tk- 1
h'(Xk...l) -X aC

Comnxe dans la preuve du th6orbme 3.3, prenons l'esp~rance conditionnelle par
rapport J fk dans I'expression de Xk - Mk.

Le lemnme qui suit compl~te la demonstration.

Lemme 3.15 On a l'estirnation

E[&0log(LkAk) _L.I,o ?']=(()

Preuve La preuve de ce lemnme suit les mn~mes pas de celle du cas a >1.I
suffit de remarquer que Z,,0 est donn6 par

TI-I o2 +b'X))
= I + -=-l(XY)
i=O
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et sa d~riv~e par rapport Xo est donc

ax0 nO - E 7h"(Xi) +b"(X,) e)(1 + .h'(Xi) + b(Xi) e)'

n-I 0,2

]7J(1 + -h'(X 1 ) + b(X 1 )) 1

d'oii la majoration:

a _1

[~-~Z~ol C(1 + C2 _ I1b,1I 6)' FI'+c ~bI )'KC

Remarque 3.16 Dans le cas d'une fonction h lin~aire, on peut verifier que les
termes dans l'expression (45) disparaissent 1'exception des 4 ",~ 5 me, 7 ",ne t 8"~
termes. On obtient ainsi une estimation d'ordre 0(c) au lieu de 1'ordre 0(l)
dans le lernme 3.15. On conclu alors que, si h est une fonction 1in~aire, on a

A k - I'k= 06/

i.e.
E( 1 ik IIf <]: C exp-c-Lk + C 6312 .

3.2.3 Estimation de l'erreur de filtrage

De mnme que dans le paragraphe 3.1.3, on obtient imdiatement une estima-
tion de l'erreur de filtrage h partir de l'estimation de l'erreur Xk - Alk.

Corollaire 3.17 On a 1'estirnation

EII)4 - Mlk 11<5C exp-c-Lk} + C c.
c

3.3 Le cas e<1

Dans le cas oji At = E", avec a < 1, ii, est bien connu, que les observations
prises dans le pass6 ne sont pas de grande utilite' dans le calcul de l'estimation
courrante. On fait le raisonnement suivant:
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T

D'apr~s N'quatiOn d'observation on a

Yk - h(Xk) tv

est un bruit blanc gausssien de variance e2c donc ii est bien connu que, pour
CO > e1-,/2, on a la majoration

261-a/ CO ~Q2

Supposons que la fonction h est inversible et que h-' est continue et h d~rive
bornee.

Prenons
Mk = hr(yk), (46)

i.e. notre filtre approch6 consiste tout simplement prendre l'image inverse par
h de l'observation.

Alors
IXk - AMI 5 II(h-1YIt Ih(Xk) -YkI

donc, pour cl : 11(h-1)'1 el-/ 2 , on a que

P(Ik-M I 2 I(h- 1)'I I el-/2 ef- ~ CIlh~)I 6k2
P(Iv '2M 2 jj)h< exp{_1 c1 /)2

En termes d'esp6rances on a tout simplement que

E[(Xk - M'k)] 11(h-')112 E[(h(Xk) - Yk)I] = 11(h')112 Yt

En un mot, le filtre d6finit par (46) est d~j un filtre "performant".
Q uand au r6sultat concernant l'estimation de l'erreur par rapport au filtre

optimal, ii semble difficile de trouver le bon changement de probabilit6 qui con-
duit l'expression asymptotique pour Xk - Mk dont les termes soient facilement
estimes.
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3.4 RWcapitulatif

Le tableau suivant nous donne le filtre approch' 'a prendre selon la valeur de a
ainsi que l'estimnation sur son efficacit6.

filtre vpproch6 estimation de l'erreur
_______________________E[(Xk - Mk) 21 E[IfCL - Mkj]

a < 1k = 'yL)c2c

Mk = Mk..1+b(Mk-1)c+Uh(yk -h(Mk-..))
h'(Mk) [Ok -I +a oh'(Mk-l cc]c

Ok = hJ2(Mk)[jk-l + 2h'(M A;.1 )] + h'(Mk...l)

> Mk =Mk. + b(A'f k-.)At At +o(yk - h(k1)c C12V 6)
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4 Application numnerique

Supposons qu'on veut r~soudre le, probl~me de filtrage suivant:
Achaque instant t E [0, T] on voudrait estimer le processus X.donn6 par

N'quation diffhrentielle stochastique, ci dessous, 6tant connue l'observationY
jusqu', 1instant t {dXt = -Xt dt + adwl2

dYt = (X3 + Xt)dt + cdwt

*oil wi et w 2 sont des processus de Wiener ind~pendants et X0o est une variable
alC'atoire gaussienne de loi .Af(Xo,po), avec

0 =1 X 0 =2.

0 = 1,10. 1,0.0 1,0.001, 0.0001 *P0 =1.

La resolution num~rique de ce, problbme peut 6tre envisag~e de deux fa~ons
distinctes: on peut discr6tiser l'quation de Zakai ou utiliser un filtre approch6
pour calculer une approximation de la solution. Dans notre cas, on commencera
par discr6tiser le syst~me continu et ainsi obtenir un syst~me discret. Pour ce
syst~me discret, on discutera l'application du filtre approch6 propos6 dans la
section 3.1 (bien que l'hypoth~se (HT') ne, soit pas v~rifi~e dans ce cas). On
remarque qu'il s'agit d'un filtre de dimension 1, au sens oii on a une seule
expression recursive 6valuer. Cet estimateur nous permettra d'obtenir une
approximation du filtre optimal facile calculer. Par ailleurs, on avait demon-
tr6 des r~sultats asymptotiques garantissant la qualit6 du filtre (voir la section
3.1). Les pas de discr~tisation h considerer varieront selon la valeur de, 6 et on
regardera l'intervalle de temps [0, 11.

Dans la suite on se propose de verifier num~riquement la performance du
filtre approch6 par rapport a l'estimation donn~e par N'quation de Zakai. Le
comportement du filtre par rapport la trajectoire simul~e est aussi 6tudi6.

Les 3 figures qui suivent (figure 1, figure 2 et figure 3) repr~sentent l'erreur
quadratique moyenne (eqm), obtenue sur 100 simulations de trajectoires; ind6-
pendantes. Pour des raisons 6videntes on utilise des 6chelles logaritlimiques sur
les deux axes.

On voit imm~diatement que, quand e est petit (c = 0.1, 0.01,. ) la courbe,
logarithmique s'approche d'une droite, i.e.

VeM - 1 0 -gamma eIte

On peut donc constater que la proposition 3.2 et le tli~or~me 3.1.2, 6nonc~s
pre6demment, sont v&ifi~s num6riquement.



ponto 0.4938*00
* Samma -0.283H.00

0.100E.04-

0.316E.04

0. 1OOE.03

I~r 0.316E.03

0. 100E-02-

0.116E-02 -

0.2002O-01

0.316E.01

0.3100200-

siule en .octo de c..
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pente~ 0.10013*02

0.100E-04-

0.3 16E.04-

0.2002-03-

0r 0.316E.03

0.1002-02-

0.31003-021

0.31613.01

0.2 002+00-

o M er - M

o6 16 a 0 0 0 0 0

epsilon

Figure 2: 1'erreur quadratique moyenne entre le filtre approch6 et 1'estimation
donn~e par 1'quation de Zakai, en fonction de c.
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ponto 0.494li.00
gamma -0.276E*00

0. 100H-04-

0.31 6E-04

0. 100E-03

- 0.316R.ol -

0.IOOE.02-

0.3 I6E-02-

0.IOE.01

0.3 16E.01

0. 1 OOE+0-

0.1E 0 -- 0. * -- 0-

o 'C PA P~ 4 0~ t * t

o M l 0

Figure 3: J'crrcur quaclraticjue moyenne entre I'estimation donn~e par 1'6quation
de Zakai et la trajectoire simul&e, en fonction de e
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Dans la figure 4 on repr~sente, pour e =0.1, 1'volution de l'erreur quadra-
tique moyenne au cours du temps. be pas de discr~tisation utilis6 a 6t At=
0.01.

0. 100E-03

0.2512E-03

(1.631 E-03

S0.1582-02-

.. 0.3982-02-

0. 1002-01I

0.251 E-01I

0.63 1E-01

0. 158E+00

0.398E+00

o P 0

o - 4 b 0 . '0S

CM Vn M M ar a M On C

temps

Figure 4: l'erreur quadratique moyenne entre la trajectoire simul~e et les esti-
mations et celles-ci entre elles, au cours du temps.

Le trait le plus 6pais correspond i lerreur entre les deux filtres et les deux
autres traits les erreurs de ces m~mes filtres par rapport h la trajectoire simul~e,
le trait le plus fin 6tant celui qui correspond ii J'erri-cur relative au filtre optimal.
La ressemblance entre le comportement du filtre aisiroche et du filtre optimal
est 6vidente.



Finalement, dans la dernibre figure (figure 5), on repr~sente une seule trajec-
toire et le filtre approch6, ainsi que l'estimation obtenue par r~solution num6ri-
que de l'6quation de Zakai.

0.300E+01

0.260E+01

0.220E+01I

-0. 180E+01I

o0. 140E+01I

0. 1 OOE+01

0.6002+00-

0.200E+00-

-0.2002-+00-

-0.600E+00-

o tr Ca M M M M cm a M

o - b O ~ * t 00 '

Pour~~ lecluld a souto de 1qao de Za on a utls a po

Fgrme 5:F~OuTRAN desr ite aprohfet rl oial sur un travectie csimue

d~veloppement au sein du projet MEFISTO, i. lINRIA - centre de Sophia -

Antipolis.
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Dans cette 6tude asymptotique de qualit6 des filtres, deux difficult~s im--
portantes se pr~sentent, dans la mise en ceuvre des algorithmes. Effectivement,
quand e -4 0, la densit6 conditionnelle solution du problbme de filtrage s'appro-
che d'une gaussienne ayant un pic "tr~s prononc6", ce qui nous a oblig6 i. utiliser
un pas de discr~tisation en espace tr~s petit dans l'algorithme de resolution
de l'6quation de Zakai. Cette difficult6 conduira t la recherche d'algorithmes
plus performants pour la discr~tisation de l'6quation de Zakai, Iorsque le bruit
d'observation est petit.

Les essais num~riques ici pr~sent~s ont 6t r~alis~s sur un mini supercalcu-
lateur vectoriel CONVEX C210. Le temps de calcul n&cssaire et l'espace de
m~moire requise nous ont pos6 des contraintes; pour la resolution num6rique du
probl~me de filtrage. D'abord, dans la discr~tisation du syst~me continu par
rapport au temps, on est oblig6 de prendre des pas de temps de plus en plus
petits, quand e devient lui aussi petit. Le pas de temps le plus petit consid&r6
dans cet exemple est de l'ordre de 10'. D'autre part, ii y a le fait qu'on vient
de citer que le nombre de points n&cssaires dans la discr~tisation en espace
de l'6quation de Zakai est tr~s 6Iev6. Dans notre exemple ii a 6t de l'ordre de
2 x 101 pour les valeurs plus petites de e.

Pour la r~solution de ce probl~me on aurait Pu aussi bien utiliser d'autres
filtres approch~s, par exemple le filtre de Kalmnan 6tendu ou encore le filtre de
IKatzur-Picard, une fois discr~tis6 (cf. [Milheiroj).
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A Version discre'te du the~ore'me de Girsanov

Consid~rons une filtration (.Fk)k , k E {0, 1, - K).

Soient:

" {wvk} un Yk~-bruit Iblaflc gaussicn pour la probalbilit6 P.

* {2Pk1 un processus Yk..-rnesurable (i.e. pi-6visible) tel que:

Z ~22 < 00 (P s)

*{Zk. I le iprocssus d~in par:

kk
=CXI)Zzt' k > I k

Alors,

1. {Zk} est une muartingale cdiscr~te.

Preuve

E[ZkII.Fk.1 1 = E[ZkI FIk IjI

1)UIS(I1Ie Zk-. CA ~ eurb

pr'isqujU 1) ('St tnri l)lbaI)C galISSiell 0t 2k CSt

CtZk Q St .Fk iu~t69giale.C

On considre ]a probabilit(' P d6finie par:

dIP(w) =Z(wPw).(47)
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Remarque A.1

Du fait que {Zk} est une martingale, vient que:

dP 
Z

=Zk

2. (Version discrbte du Tliorbrnie de Girsanov)
Pour la probabilit6 P d~finie dans (47), le processus {T7,k} d~fini par:

Wk =Wk - (Pk

est un bruit blanc gaussien

Prcuve

On veut d~montrer que:

- A2

E [eP ( 174(-) VA E IR

i.e.
AL[exp (Aa 4-k -).kI A VA E JR.

Or,

A2  E[cxp (A 7k A2)ZK 1-k-I
E[exp(Aztv,- )I'k 2 (fornmle de Bayes)

2 E[Z1 4Fck.-]

A2

puisque Zk est une m;artingale et d'apr~s la

remarcjue ci clessus.

= E[exp (Aw;. - Ayk - -XP (kWk- ckkkI

= E jcxp [(A + Pk) Wk - (A + (Pk)2]1}1
1de in~me cqu'cn 1..
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B Estimation du premier terme dans 1'expres-
sion (30)

Dans le contexte du paragraphe stir 1'expession asymptotique de Xk - Mk, dans

la section 3.1.2, soit,

k

Sk, (X.. 1 - AL...1 )(Xj-j - Xj...2 ) lz"(X,- 2 ) Zk-l,, 2
s=2

6 (Sk est .-.. - mesurable)

Notre but est de majorer EISkI.
On 6tablit le r~sultat suivant:

Lernirne B.1 On a l'csliination

E(S' C 6 _Xl~f _C t k +C6
k(S+1)<C'c {--+Cs

Preuve

Notation:

Dan, Ia site. I'-j desiiuiera la ipartl ic h... v mesurable de Xk - hi-e.

Pk - X.~ I + 'At lb(AVk-.I)- (k.)

-T At h(.Vi,) -h(Alk..I)I

34 = kI + ao'/ 7 (11k - Vk)

Dap-s la de6finit ion do S. ci (CssIIs. on a que

Sk+I Sk + (XI. - Alk)(Xk - XVk- 1 ) h(-VkI)Zkk-

*On commence par estimer le facteUr (IC Zk.k-1 cars cette expressionl:

Et(.Vk - Alk) 2 (Xk - 'k- W) ~2(' )
A,1 2 Efi(, - lk) 2 1)2( X,..I ) h" 2 (.W,I

+0,2 At 12((Xi, - !Ilk)' ?VL'j(xVk.. )h4 2(Xk-1)1
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+ 2 oAt312 E[(Xk -Mk)
2 b(Xk.. 1) wk "X-)

< C~tE(P~) + Ct 2 [ + C E[(Xk -M)1+ C E[IPk-lI]]
At +lbl t2 eC CAt[(1 -Ch~~Ibi~)kCI

puisque

E(Pk2 & ) K X - Mk)2 ] ( 1 -Cht + Ilb'II At)2k + C~

*On estime le facteur Sk (Xk - Alk)(Xk - Xk..4) h"(Xk-l):

E[Sk (Xk - MkL)(Xk - Xk...) h"(Xk..l)I

=At E[b(Xk-1) h"(Xk-..) Sk (Xk - Alk)I

± aV'A-t E[b(X.- 1) li"(Xk..1) Sk (Xk - Al'k) WkI

C At (E( S2)) 1 / 2 (E[(Xk -l)1/ + C At (E( S2))1/2

< ChAE(S2)±+C At [(1 Ch-A + IlblIIAt) 2k +±Ce

On obtient enfin la majoration:

At(0S C A E)'
< (1+ Ch -Ilb'If Atf 2 k( h- (

+CAt [(1I Ch At + Ilb'lIIAt) 2k + C~]

< C At (1 / CA- - Ilb'IIlAt)_2 ZI( l + C'-l) _ Ijb'IIAt- 2( 1 + Ch-)At

(1-ch-A + libI At)2(k-,) + CeJ]

C CAt (1 + ChAt - Il'l At) 2  I+ cl, At/c k [[1 - (Ch At/E I b'II A-t)1 2 -
[(I± +Ch At/E- Ilb'II At)2j + Ch, AtIE

A b IA),k-i 1 1 hA/
+ C EZt (1 + cl, c Iib1'+ChIt/t-rI2 Y I C A t/e

Or

(I + Ch A, I tb' IIA0 2 - (I + Ch- At c-A > 0
c
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et

(+ Ch -)At 1 (Ch At - Ilb'II At)2 12 > Ch At0

donc
E(S +) <C cexp{-c-Lk + CE2

64



2

Filtrage 1ine'aire par morceaux
d'un syste'me en temps discret
avec petit bruit d'observation

IIi



FILTRAGE LINBAIRE PAR MORCEAUX D'UN SYSTEME EN
TEMPS DISCRET AVEC PETIT BRUIT D'OBSERVATION

DISCRETE TIME PIECEWISE LINEAR
FILTERING WITH SMALL OBSERVATION NOISE

R&=6ni

Nous nous int~ressons h. tin probl~me de filtrage lin~aire par morceaux en temps discret
avec petit bruit d'observation. Nous pr~sentons et comparons plusieurs tests permettant
de d~terminer les intervalles de lindarit6 de la. fonction d'observation, notamnment dans
le cas oii elle est svm-n~iique. Sur chiacuin de ces intervalles, nous approchons le filtre
optimal par le filtre de Kalman-Ilucy correspondant. Comme dans [101, nous approchons
(les Iprocessus discrets par des diffusions pour estirner les probabilit~s d'erreur et les temps
moven s pour prendlre une d6cision.

Abstract

We are interested in a piecewise linear discret time filtering problem with small ob-
servation noise. We presente and compare different tests which enable us to compute the
intervals of linearity of the observation function, spetially when it is symetric. Over :such
tin interval. we cant then approximate the op)timnal filter by the corresponding K~alman-
Ilucv filter. As in [101. we approximate discret tone processes by diffusions, in order to
estimate (Ie probabilities of error and the expected times for taking a decision.

----- --- -----



1 Introduction

On s'int6resse au prob1~me de filtrage non lin6aire suivant:

Jdxt = b(Xt) dt + (Xt) dUt

dYj = h(Xt) dt + edV, Y = 0, (
oil {Xt, t > 0} est le processus h valeurs dans JR non observ6 h estimer h
l'instant r au vu des observations jusqu', l'instant r du processus unidimen-
sionnel {Yt , t > 0}, e un param~tre "petit" et { Ut , t > 01 et f{1/ , t > 01 sont
des processus de Wiener standards ind~penclants, it valeurs dans JR.

11 est bien connu que le probI~me est de dimension infinie, au sens oti, pour
le r~soudre, on a d~terminer la solution d'une 6quation aux d~riv~es par-
tielles, par exemple l'quation de Zakai. Si la fonction h est monotone, sous
certaines hypoth~ses g~n~rales de "r~gularitF", le filtre de Kalman 6tendu, entre
autres, est une "bonne" approximation du filtre optimal (cf. [Picard], [KBS],
[Bensoussani, ii et [Milheiro]). Le problbme avec h non monotone, sous une
certaine "hypoth~se de d~tectabilit6" a 6t6 trait6 dans [Fleming- Pardoux].

Dans le cadre du filtrage lin~aire par morceaux, on suppose que

* b(x) =B-X1{,,< 0 } + B+x1{, 0}

* a (X) a-I u{<O) + o+l1 fx>O)

* h(x) H-fxl{,<o1 + 11+x1{(. o}.

Si 114H11- > 0, i.e. la fonction h est monotone, pour E = 0, Xt peut 6tre par-
faitement connu et pour e "petit", le probl~me n'offre pas de grandes difficult~s.

Dans le cas 11+11- < 0, i.e. h non monotone. bien que h(Xt) puisse 6tre
estim6 de fa~on pi-~cisc, il n'est pas imnidiat qu'il en soit de m~me pour Xt. Le
filtre dle Kalman 6tendu est en g~n6-raI inefficace, le probli~me 6tant de determiner
le signe de {Xt . t > 0). La ddtcrmination dlu signe n'6tant p~ossile que dans
le cas oji la variance conditionnelic est petite (1,on introduit l'hypotlise de
"d~tectablit6"' suivante not~e (HD)

H2 a~c 2 111 2 (ID 1)
(HID) Oul

1Contre-exernple: b 0, Oh(x) j= az ~=1



Sous (HD 1). dans [FJP], uin filtre approch6 a 6t propos6 et dans [Roubaud],
ii est montr6 que sous (HD2) uin filtre du m~rne type peuit 8tre utilis6 comme,
approximation du filtre optimal.

L'id~e est de construire un filtre approch6 h partir de deux filtres de Kalman-
Bucy, associds respectivemcnt aux deux probl~mes de filtrage lin~aire suivants:{dXj B+Xt dt + +dUt 2

d)It H+ Xjdt + -dUt(2

et {dXt B..Xtdt+oeidUt()
dY, - I-LXtdt~edUt.(3

On calcule ces deux flltrcs "en parallble" et on utilise deux tests.

* Un premier test permet de de'tecter des intervalles de temps durant lesquels
la trajectoire de {Xt}, ne passe pas par 0.

* Un second test permet de d~cider si Xt < 0 ou Xt > 0 sur ces intcrvalles,
sous lhpothbse (I-IDi) ou (111)2).

Stir chacjuc intervalle de monotonic, nous approchions alors le filtre optimal par
le filtre de Kalman-lBucy correspondant.

Nous conside'rons l'intervalle de temps fini [0, T],
Dans ce rapport nous notis int~ressons h la r~solution num~rique du pro-

bkre lin6aire par mnorceatix dans la situation oii la fonction d'observation h
est non monotone. Nous conmeiions par discr6tiser le syst~me continu (1) par
tin sch6ma classique de discretisation en temps avec pas At = e. Le processus
I{XA~tkestapproximepar {Xkjk. {U(k+1)t-UkAtjk par {\V/At Ilkk, {V(k+I)At-

1/kM)k par I{V'-t Vklk, {(f ) (1Vjk+,)At - Yat))k par f{Yk~k-
Nous obtenons le rnocke (liscret suivant:{Xk+1 = Xk + 6 b(Xk) + V/ U(Xk) Ilk (4)

Yk = h(.r'k) +1 VC Vk.

avec los fonctions b. a et h d6finies commen prececlemment. On 6met les hypotli -
sos suivantes:

(Il) f{Ukjk t {t'klk sont ties b~ruits blatics gauissiens standards et ind6pendants,

(H12) xo est une variable al6atoire r~elle telle quce p {OX2} < +oo, pour

uin certain c0 > 0.



(HM) HLH+ <O0etoa- +#:AO.

Sans r~duire la g~n6ralit6 du probl~me, on suppose que h(x) 0 Vx E IR, i.e.
on suppose que

Nous adaptons 1'6tude faite dans le cas continu au cas discret. Notre but est
de mettre en oeuvre les tests permettant de s~parer les intervalles de positivit6 et
de n6gativit6 de {Xk~jk et de comparer leur performance. Nous nous int6ressons
principalement la situation ott l'hypoth~se (HD2) est v~rifi~e, le problbme
sous 1'hypoth~se (HD1) ayant kt6 trait6 dans [FJSZ].

L'6tude de 1'6volution de la loi conditionnelle, obtenue, de fagon approch~e
par resolution de I'6quation de Zakai discretis6e (cf. [Le Gland]), nous aidera, a
interpr6ter les r~sultats obtenus.

Ce rapport est organis6 comme il suit:
Darts le paragraphe 2, nous pr6senterons les deux filtres de Kalman-Bucy

(7) et (8) utilis~s et nous formulerons des remarques pr~1iminaires. Dans le
paragraphe 3 nous nous int6resserons t la detection des passages du signal par
0. En analogie avec le cas continu deux tests seront propos~s, P'un bas6 sur les
accroissements des observations (cf. [FJPI) et 1'autre sur la sortie des filtres de
Kalman-Bucy (cf. [Roubaudi). Sachant que sur un intervalle de temps [a, b] le
signal ne passe pas par 0, avec une Iprobabilit6 donn~e. nous consid~rons un
autre type de tests pour d~cider dIu signe de {Xk Ik sur [a, b]. Sous I'hypothbse
(lID 1), des 6tudes ont &6 faites par [FJSZ]. Ces auteurs ont mis en oeuvre deux
tests diffirents: Fun bas6 sur la variation quadratique, l'autre du type rapport de
vraisemblance bas6 sur les sorties des filtres de Kalman-Bucy. Nous r~sumerons
bri6-einent ces procedures clans le paragraphe 4. Sous I'hypoth~se (HD2), nous
pr~scnterons dans le paragraphe 5 un test de rapport de vraisemblance bas6 sur
les accroissements des observations et adapterons Ie test sur les sorties des filtres
de Kahnan-IBucy du paragralphe pr~cenert au cas trait6.

La misc en ceuvre de., tests de ch6tectioni et de d6cision ainsi d~crits n~cessite
la ddtcrrnination de formules explicites pour les bornes. Bien qu'une demons-
tration rigoureuse n'ait pit &re faite. les forinules propos6es sont justifi~es de
manI~re hieuristicque. Dans Ic cas oiian. # B+, nous 6mettrons l'hypotlise
suppl6mentaire:

Cette hypoth~se nWest pas trop restrictive pour notre propos. En effet, suivant
le signe des coefficients de cl6rivc. nous avons deux comportements distincts dit
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sigani. Si B+ et B-.. sont n~gatifs, ii devient stationnaire d*s que l'intervalle
de monotonie est assez grand. Sinon, ii peut "fuir" vers l'infini. En fait, nous
6tudions la situation ]a plus d~licate au sens oil, la probabilit6 pour que le
processus {Xk} passe par z~ro est irnportante. Cependant, si les valeurs IB-I
et IB+I sont grandes, {Xkl aura tendance -. changer rapidement de signe et les
tests n'auront prolbablement pas sufisamment de temps pour d~cider.

Le paragraphe 63 est consacir6 k lapphication num~rique de ces m6thodes. Des
crit~res de comparaison entre les cliff6rents tests seront proposes et les r~sultats
des applications i divers exemlples seront prdsentds. D'autre part, la solution
de l'quation de Zakai sera utilis6e pour la justification dui comportement des
filtres approcli~s.

Pour conclure, on pr6sente dans le paragraphe 7 quelques r~flexions sur le
comIportement de ces ifitres et on discute la performance des diff~rents tests
6tudies.

Notation 1.1 Etant donrz6 zn processuts {GA.} onl 6crzra

Gk = O(~q

o i q E IR+, potir signifier qii Wd cXIstC CI, C2 , C3 > 0 lels que

EIG] 2<: C1 exp{ -c2kz} + C32 ,Vk EA(-

Notation 1.2 On noicra c oii C des conslanles ind~pcndantes de c, sans se
soticier de letir valeur. Cc-s roiislantrs poiironl donc prenldre des valetirs diff6r-
c711cs d'une ligizc 6 1aut i-c.



2 Deux filtres de Kalman-Bucy en paralkle

Soit YO', la tribu des observations jusqu' . linstant k, yok --- uYO, Y1, *. -,Y !I}
La solution du probl~me de filtrage associ6 au syste'me (1) 6tant donn~e par
la loi conditionnelle de xk sachiant YO1, nous commentons bri~vement son corn-
portement (cf. [FJSZI). Sous l'hypoth~se de "d6tectabilit6" (HD), la variance
de cette loi est "petite", sa densit6 se concentrant autour de deux maxima
locaux, lFun n6gatif et l'autre positif. Ce ph6nom~ne se justifie du fait qu'on
a soit Xk - YkIH- = ,/e/Il. Vk soiL Xk - !kIH+ = vrl+Vk, donc la den-
sit6 conditionnelle est "petite" except6 sur deux intervalles d'amplitude d'ordre
0(\/,F), autour de Yk/H.. et de Yk/H+. En emettant l'hypoth~se de d~tectabilit6
(HD) nous nous plaIons dans la situation oii lorsque {Xk} prend ses; valeurs
loin de 0 durant un certain intervalle de temps, un des pics tend . disparaitre,
la loi conditionnelle s'approchant d'une loi gaussienne. 11 apparait alors; 16gitime
d'approcher le filtre optimal par un filtre de Kalman-Bucy. Intuitivement on
s'attend ce que, sous I'hypoth~se (HD2), le temps n~cessaire pour faire "dis-
paraitre" lPun des deux pics; soit plus long que sous l'hypoth~se (HD1). Cette
id~e sera illustr~e dans le paragraplie 6 (voir les figures 3 . 6 et 12 L 14).

Soient (,Q+) et (i-,Q-) les filtres de Kalman-Bucy associ~s respective-
mo nt aux syst~mcs lin6aircs{ k+ I = (I +B+0 Xk + Xfi 0+ Uk

Yk = II+Xk + V k , YO= 0

ct {Xk+ I = 0l-+B 0 k±+\/ I -Uk (6)
Yk = IL x' + \/ k- YO= 0,

avec conditions initiales gaussiennes

i0  i- = E(xo)

lis son?. donn6s par les 6&;uations suivantes:

k4+1 : e 1+B,) i+-+I +Q(yk+l - !I+(I + B+)i4)

A:+I (I >+I11262 e (1 + B+) 2 Qt
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et 1 ( + e B .i + - Q (Yk+ I -H -(I + B)ix
(I + e B- 2Q- +a 2 e()

Q. (1+ 1 ~) + 21~(, +eB )9Q-

Remarque 2.1 Le fait d'avoir consid6r6 une condition initiale gaussienne pour
les syst~mes (5) et (6) n'est pas restrictif pour le problkme de depart. En ef-S
fet, puisque les filtres 6tudi6s se caracterisent par le fait d'avoir une "m6moire
courte". l'influence de la condition initiale tend i.- disparaitre rapidement.

On note les gains h l'instant k:

1+ hJ+Q+ et K- 1[Q

Reniarque 2.2 Dans tine situation stationnaire, les expressions des variances
des lois conditionnelles, Q+ et Q-, sont facileient calcukes. Elles iont d'ordre
0(c) et donc les gains stationnaires K+ et K-. sont d'ordre 0(1) (cf. [Millieirol).

On introcluit les processuts dits "d'innovation"

"7+1 -11410 + eLK.)I7.

Les processus ains; dMinis sont coiisidcrc approx.-mativement coinme des
*ibruits blancs" au sens oii lemis variances soiit asymlptotiqluement d'ordre 0(c),
tandis que les corrlat .jis EOv+:') et T,(v-+v-) sont d'ordre 0(e2 ).

On notera Td+ e Ed lis variances respectives et ed'+ et ed- les variances
stationnaires colrespondantes:

E+= e( I + (7-'IP) + 112 (1 ±B+) 2 Q,

Dam~ la suite, on kwtiiera ]a proceduire de test perrnettant de s6parer ies
intervalles dle monotonic de Iii foni ion h et de d~cider du signe do Xk. Sur

cliacUn de ces intervalIcs, il sera alors possible d'approcher le filtre optimal par
le filtre de Kalrnan-Blucy correslpon(Iant.
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3 Tests de detection des passages de {Xk} a
zero

Nous devons premibrement d~ter.-iner, sur l'intervalle de temps [0, T], les in-
tervalles sur lesquels {Xk} cst different de z6ro, avec une probabilit6 donn~e,
prochie de 1. Nous pr6sentons deux tests de detection, le premier s'appliquant
aux observations Yk, le second h. la sortie de l'un des filtres de Kalman-Bucy.

Soit 1'intervalle de temps [a, b], avec 0 < a < b < T. On pose m = [(b - a)/c]
et io = [a/el. On considbre les deux &v6nements suivants:

A-. = f{Xk< 0; k =io, io +r1, io+ ml,

A+={Xk> 0; k =io, io +I,..io+ M}.

On remarque que

(A- U A+)' Xk Xk44 < 0 pour un certain k , io :5 k < to + ml.

3.1 Test base" sur les observations yk

Etant donn6 que "h(x) = 0 ssi x = 0", h(xk) "petit" implique par continuit6
dc I'application h, Xk prochie dle z6ro. Cependant h(xk) n'est pas observ6 mais,
pour c "petit", il est approch6 Pal- Yk*

Soit Cob., > 0 tine constante t d6terminer.
On de'finit l'e'v6nement test~ suivant.:

C = I Yk I Cob.,).

On miontre de fa~on sliiilre h. Ia ver'sion en temp~s continu (cf. [FJPJfprop~osi;tion
3. 1]) Ia proposition suivante (cf. [F.JSZ][proposition 2.1]):

Proposition 3.1 Soicrzi c,,, > 0) ci eo > 0 donne's. 11 existe 3 > 0 tel que
VeE (0, col oil a

P({(A- UA.+)IC}) C-ae

D~term-ination de la constante c,,6,:

Nous utilisons, pour !a d~termination de la constante cob,,, un raisonnemeiit sim-
ilaire h celui propose dans [FJSZj, sauf ciuc dans notre cas le coefficient de d~rive
n'est plus suppos6 coistant mais constant par morceaux. Intuitivement le choix
de cob, cloit ELtre un comnpromis entre "conserver des intervalles de monotonie
suffisarnmeint grands" et "r~duiie ]a probabilit6 d'erreur dlu test".
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On cherche . ze que la probabilit6

P({ XkXk+l < 0} 1 {IYkI Cobs, IYk+I I Cobs)

soit faible.
D'apr~s 1'lypoth~se (M1) on obtient:

P({yk < -Cbs}) :5 P({Vk < -Cb/\/,) -2 cb( 2c).

Nous nous perinettoris donc de consid~rer uniquement le conditionnement par
rapport h I'v~nemnent {IN Cobs, Yk+I : C065). De plus, on a:

{ XkXk.~ < 01 nf {Yk ! Cobs, Yk+ I Cobs D D1  U D 2
Cobs Cbj

avec Ics d6finitions suivantes pour ies c6v~nernents D', D 2

D = {xk< 0..rk+ > 01f(Yk C, Yk+ I >C),

= {Xk > 0. rk+ I< 01 nflYk C, > C) c,

pour tout c > 0.
On consicre scparernent les 6iements D' et D 2.

*Sur D',, on a ics r~currences sivantes:

Xk+ I = (1 ±B)X k+ (7 -%/?utik,

ik= II-Xk + V'TVL114, k I= [I+Xk+ I + VF Vk+ I

On d~duit I'galit6:

I L(1H-Yk+ I - II+(+1 - jYk) = HJ+IL (7-Uk - 1+ I 1 - H1+(1I + EB-)Vk -

Or. d'apr~s (113') oni a h(Xk) >0 et, pour F' suffisamment, petit, on obtient !a
majoration

I~ III~- I1+(1 13"

oil

Zk= H1+IH- a-Uk + IL Ik+ I - 1f++(1 B ±i) Vk

suit une Ioi gaussienne AfV(0.1O1,~ + 1 + - 1A + 4 IL))
Soit {Z'1 le processus normnalis4 absoci6 e {ZL Pour ufl risque a doun6 (2),

on d6termine A > 0 tel clue

_____________ ( IZI >A) <a.
2G~n~ralcicnt on prezkd a =0.05



par inversion de la fonction de r6partition de la loi normale centr6e r6duite-. On
obtient ainsi 1'expression de la constante cl:

\H'Hck, + H + H12(1 + c B-.)2

*Sur D' , un raisonnement sirnilaire au pr~c~dent nous amnne a consid~rer
une consta;Je C2 donn~e par:

VII H 2 0,2 + 114+ + 112( 1 + c e

Dans les applications nurn~riques. pour une probabilit6 d'erreur a donn~e,
nous prendrons c~b max(CI, C2 ).

Ren-arque 3.2 Dans les calculs dle la constante Cobs, la prise en compte de la
d~rive initroduit uniqucaient (ies ternies d'ordre 0(c 3 / 2 ) que nous n~gligerons
devant les termes d'ordre O(V/--).

3.2 Test bas6 sur la sortie d'un filtre de Kalman-Bucy

On se propose de d6crire un test capable de d~tecter les changements de signe
6vecntuels du processus {Xk} . I'aide de la sortie obtenue par un des deux filtres
fie fEalman-13;iy, par exeinpie {.4+). La construction d'un tel test se justifie par
le fait clue -I?(xi) 0 ssi x = 0" et par' la proposition suivante:

Proposition 3.3 Soil 0 < a < b. Pour tou~t 0 > 0, ii existe ' 8> 0, co > 0 idls
qcZI, po"ur. E (0. E01. st on dc'finit io =[a/c] ct rm = [(b - a)/61, on a:

P(j ax IbI(Xk) - H+ijtj > 0}) <
kinl -..,:+r

Ei vue de la derrionstratioii de cette proposition on 6tablit, d'abord le lerme

Lemn-ie 3.4 Pour lout 7- > 0. ii c.slr :0 > 0 et c, C > 0 tels que, pour lout
ec+ E 0.eor [71/E]

E(exp max cxk)C

Preuve
ba preuv'e de ce lernrne sera pr6sent~e en 3 6tapes (cf. [Roubaud] pour ]a

preuve analogue en temnps continu).



Etape 1:

On d6montre le r6sultat suivant:

Lemme 3.5 On d~finit le processus {Zk} par

zk+1 ( + cB)zk. + VC 01k, (9)

o t z0 est une variable al~atoirc indipendante du processus {Uk} et ii existe des
constantes co, Co0 > 0 Idles que

E (ex pco 4-0) < Co. (10)

Alors, pour, tout r > 0, il existe co el c, C > 0 tls que, pour tout c E (0110]l
in= [716),

E(exp max czk)C

Pretive
Notis r66crivons I'expression de Zk+l en mettant en 6vidence une partie

d6pcndante de zo et une partic martingale:

Zk+I + (I±EB)k+ zo + (I +±eBkk

a Vec
k

lk =v'Z(.+ CI3)JU3 .

Puisque zo et 1{11k} son izidependants nous avons:

(2 + 24!Z +_ (I + 6eB) 2kM~ c2 (z + ljf2 )

D'apv~s (10). il est suffisant de otrt AftC ) <xseEc C >0tl u

e<F(.E(exp maAD<C
L=O. *-.771-1

Or- {Mk} eSt tin proccssiis gatissicii centii# de variance

[,,12 (-2 1 13) _ (I + 6/3) 2 k

ktI~ (2 + 2±B)

don c

Si 13 =0, E[M2 J? < k _, 2

10



Si B > 0, E[NM, 1 e])

-(1 + cB)
2 + exp(2ke-B + kC2B2)

si B -0, E[M2] ca2  -(±B

Dans 1'intervalle fini 10, 11 ii existe donc co et une constante C > 0 tels que

V-0 < -co, max E[Afkj < C.
k=O,m

d'oii on d~duit co et des constantes c, C > 0 tels que

Ve < co E(exp cMn-1) < C.

Vu que {exp c MV,? I est une sous-martingale on peut appliquer la propri~t6

E(max expcA1 2):<E(cxp2cA1f 1 ).

Alois, il existe co et des constantes c, C > 0 tels que

E( (max exp cAl 2 ) <C

dl'oh le lemme.

Etape 2:

On introduit les notationis:

B =sup(IB+1,IB- 1)

=' sup(jo1+. Ica)

On dt'montre que Ics monients d'ordre 2p, p) > 1. du processus {Xk} peuvent
6tre major~s par les momnents d'ordre 21p du iprocessus {zk} d6fini dans le lemme
prec6dent.

En effet, d'apr&s N'quation cl'tat, on a

k-y- 2p C2 [Xk +6b(Xk) VE ('Xk) IUkJ2p-

Le fait quc {Uk} est un bruit blanc et que Uk est ind~pendant de Xk entraine
N'galit6

2p
k+x11 = Cj" E[(-Tk + C b(Xk))' (Vc0(k

70o;3 pair

IIt

;;



On obtient la majoration

,[X~p L C 2 p(Vfia)2 p-I (i +-Bj~jEk+lI h5jo; air 32P-i/2(p - j/2!)(1+B)Ex.

Or, de la definition du processus {zk}, vient que

[Z ~ CI(Veo,
2p-

E~z(i1  + Z cB(4cft~ 2p
k 3 =0;) pair 2P-j/2(p - j/2)! (1+k~~f

On prend zo =Ixol. Alors

Le lemmec 3.5 entraine l'existence de co, c, C > 0 tels que

Ve < E0, max E(exp c x) < C. (1

Etape 3:

Nous utilisons la majoration (11) pour obtenir le r~sultat pr6tendu, le lemnme
3.4.
D'apr~s la formule de Taylor. on a:

CX 2+ = e .V -2 , C, cxpc X,(X,+ -X')

+2 ccxp cO0'( + 2c 0')(x,+1 -X) 2 .

On1 obtient I'expression

k
cxpc4 = 1XX + c rk-...CXP)(C Xk )(Xk+l... - Xk-,)

)=0

k

+2 Xk. CXI)(CO 0 (1 k 2c )(Xk+1I., -j

PUIScJUC INA < IXkI + IXk+ I , on a la majoration

2'Etrmax e~x )C.Xl,.+

E[exp c x~ + 2c cB kjEx,~'pc~)
)=0

12



+2cE [Max-~ Ve- ~exp(cOk_,) Xk- 0o(Xk..) Uk-.jJ (12)

+4ce EZE [exp (2c(x 2_ +x+ ) Xi 24~x~ 2 2-) (e 2 X2 + 0,2 U2I

Le pro cessus
k

= l /T e xp)(c.~ kj)Xk.. U'(Xkj) Uk-,

est une .Fk-mart ingale, oil '17k = Cr(x10, tIe,, ,~)

On utilise une propri~t6 des martingales:

Efmax_ AfkJ <4 E[AM2 1Jj.

Or uk et xk sont ind6penclants et Xk eSt -F.- - mesurable donc on a

E(A,~.. 1 ni rcq o,..mx E~exp(4cxM i)Il/ 2 Ex.. 1 ,]/ <T

11 existe alors 60 > 0 et c. C0> 0 tels que, pour tout 6 E (0,60l,

On utilise ri'ncgalit6 de Cauchy-Schwarz, le r~sultat (11) et J'hypoth~se (112)
clans P'i6galit6 (12) pour d,6duire le lcrnmc.

Preuve (de ]a proposition 3.3)
Nous utilisons la notion de sous-diff~reraui-, &' h.
Puiscjue ]a fonction h est con vexe. 11 existc PA, appartenant au souis-diff6rentiel

deC hi a 11 Point Ok tel (JUC

h (Xk+) h (Xk) + Pk(Xrk+ I - .Tk)

et

On d6finit

13



D'apr~s N'quation du filtre 4' et N'quation d'6tat, on obtient 1'expression r6-
cursive:

Z.l= e5Zk + 6 (Xk)pk( - H+K+) + x/0u(Xk)Pk( - H+K+)Uk

±VeCH+K+vk+l,

6 ! 11 +±eB+)(1 -II+K+).

On remarque que 0 <6b < 1. On utilise cotte rdcurrence jusqu'au terme, Zj0. On
6tablit ainsi la majoration:

k- :o

KZ.+!: cxp{-c(k +1)}IZ, 0I + Cc ~ IXk.,I
.?=O (13)

+±C V16 6'IUk11+ Cv V- ESIVk+1.ji .

On traite los quatre termes dans cette cxpression s~parernrent.
D'apr~s 1'in~gafit6 de Bienayin&-Tchebichiev et le fait quo E[!ZJ]I < C, on

obtient

Dautre part. en utilisant le lemnio 3.4. on obtient la inajoration

p 6IaLI> -5) < 01)/4e

Le lerrune 2.3. clans [Roubatidi cnt rainc ]a majoration

P _.,X !lk > 0 - ) < h

pour - 'suffisanment petit".

De niemo pour le 41"" torine h (Iroite (lans IeXlpresilon (13):

P ( VC E jlVk.. 2 > <) ccc

14



De l'expression (13), en utiflisant Ics 4 majorations ci-dessus, on obtient le r6-
sultat.

Soit cFpg une constante stricternent positive , determiner.
On d~iinit J'vnrettest suivant:

C Iti CJ( ~ io, io 4-1..... zo+ ml}

Conme conse'quence de la proposition 3.3, on obtient le th~or~me suivant:

Th~or~ne 3.6 11 exisle j3> 0, Er > 0 tls qiue, pour c E (0, Ela, on a:

Preuve La preuve dJe cc th~'orme sit pas h. pa-- ce!Ie du r~sultat 6quivalent
en tems continu (cf. fRoubaud] [Th&or~me 3.2.]).

Determination de la constante CFKj:

Onl ciierche tine constante Cjvk tellc que la proIbabihte

"f 0}.Vk I ~ X > 01q.1 f4~ i k

soit faibie.
Oil consid~re Yk. comnme tine approximation de h(Xk). Dans 1'6tude pr~c6-

dent*, pour tine probabifit6 cferrcur a donniic, on a d6termin6 tine constante Cob,
permettant de tester au vui de Yk l'occiirence cI'un changernent du signe de .rk. Or,
le Changement de signe (IC Xk. Cst directement 116 au fait que !drk) devient "pe-
tit" Si H1+,; 6tait unc incillcure approximation de h(xk) ciue Yk, tout au moins
aux alentours de z&o, la lprobabilite' d'erreur dui test "i+ > c0 b5/1+" serait mi-
nor&e par a. ('ependant. nous ne savons pas si cette condition est vdrifiede mais,
stir 'Nv~neient A~+, le filtre :i cst tine meilicure approximation de x.. que

Ynt-"Ert tout cas. la proposition 3.3 nous assure que 1*6cart Ih(Xk) -- H+i41
est petit avec uric probabilit6 proche de 1. 11 seruble alors raisonnable de penser
que le test ".i+ > C,,5/ 1+*" perinettra de ddtecter convenablement les passages
de Xk par 0. Notis proposons clonc pour constante

CFA'. Cob W+,8 1+1

15



Le m~me type de raisonement est valable quand le test est appliqu6 sur le
filtre ;i- au lieu du filtre 4. Nous prenons alors

CFJC= Cobs/ I H-

Sans perte de g6n6ralit6 on consid~rera par la. suite un ueul intervalle [a, b]
repr6sentant l'intervalle de temps durant lequel ii n'y a pas de passage iL 0, avec
une probabilit6 d'errcur donn~e, ?"0 et m 6tant d~finis comrne en debut de cette
st' tion.

16



4 Sous 1'hypothe'se (HD1): d~cider du signe
de Xk

Dans cette section, nous pr~sentons deux tests permettant de choisir entre
les 6v~nements A+ et A-, dans le cas ohi le probkme de filtrage Iin~aire par
morceaux v6rifie l'hypoth~se (HDI). Ces tests ont &6 etudi~s dans [FJSZJ. Le
probIme analogue en temps continu a 6te trait6 dans [FJPJ. Le premier test
considdr6, dit de la variation quadratique, n'est applicable que sous l'hypoth~se
(HD1). Le second test, du type rapport de vraisemblance sur les; sorties du
filtre de Kalman-Bucy, pourra Wte adapt6 au cas oii 'hypoth~se (HD2) est
v~rifi~e (cf. paragraphe 5.2). Le premier test sera donc introduit de fa~on breve.
Le deuxi~me test sera d~crit de fa~on plus d~taillke, puisque la mame Wde sera
utilis~e par la suite.

Dans [FJSZJ, les auteurs ant mis en ceuvre ces tests sous deux formes: test ii.
taille d*6&hantillon fix~e et test s6quentiel. D'apr~s leur 6tude, les tests s~quen-
tiels semblent plus int~ressants que ceux . taille d'&hantillon fix~e, vis a vis
du crit~re du "temps moyen pour prendre une d~cision". Nous ne pr~senterons
donc que les tests st~quentiels.

4.1 Test de la variation quadratique

On consid~e tin test diiypotlises bas6 ssir la variation quadratique de la suite
dobservations {yik} pour d6cicler entre les deux alternatives "A+" et "A-"
Cette d~cision est prise stir A' observations (0 < N < in) daxis un intervalle de
monotonic obtenu par un des tests ititroduits clans la section 3. On consid~re N
commne 6tant un temps d'ari-&.

Sans restreindre la g6nialat6 du proleme. on suppose que B+ = B-. = B.

Rernarque 4.1 Le fait de consid~rer B+ ct B- distincts a pour unique cons6-
quence F'introduction de term-es n~gligeables dans les expressions. Ia procedure
restan t essen-tiel lcmciat !a nmeme.

Notc'ns:
Ak = Yk--(i+ B,,)Yk.

T'= 11?,+ 4-±HI-t BE12 ,
+2 I~~ +l+%+&).

A lors

0 Si XL. > 0 Ct Xk+ < 0. Ia variable al6atoire Ak suit une loi gaussienne de
nioyenne ntille eL variance T'+.e

17



*Si Xk < 0 et Xk+I < 0, Ia variable aI~atoire Ak suit une Ioi gaussienne de
moyenne nulle et variance Vc

L'hypoth~se de d~tectabilit6 (HD1) implique

Le 1 roblenie de decider entre les alternatives "A+' et "A-' conduit un test
d'hypoth~ses sur ces variances.
On d6finit le rapport logaritlirniquc

Zk= In ________0,____

oul A , 2) repr~sente la densit6 de ]a !oi gaussienne de paramintres p et -y2

et la s6rie

k=i0

oil to et in sont d~fnis clans la section 3.
On obtient les expressions suivantes:

o0+n A2

T. ' 2 T!~

Solt-tt 1, > 0 Cl I.2 > 0 fixes. On l niodit le temps d'arrt YN*

N'= I nf fi > 0 : S, < - 11 OU q > 121 AmII.

On d6crit Ie test comne stil: si 5x*v : 12 on accepte -A+" et si S,.. -4,~ on
accepte Asinon on (lira que le test Ile pertnet pas de de6cider.

11 reste . proposer une zn~thode de d~termination dles bornes 11 et 1,. On
aIpproche le processus discret f E S, I par tin certain processus dc diffusion{}
dont on 6crit les 6quations sous "A+" et souis A§.On obtient ainsi. par ]a
forintile de IDynkin. des 6quations differentielles ordinaires permiettant de cal-
culler les temups movens pour prendre tine (lecision E(T;) et E(7") et, pour les
probahilites derreur p+ et p-. (cf. [Flcrning-Rishcl]).

18



Oin introduit, les notations

P = lo (1_ 1)

1+ - I+1

/I- (14)2 2 T2 2

I T+~ '
NFT =7 (15)Bc

C_~ /

E(T:) =+ (1LP2+11)c

oil

* p+. est "la probabilit6 de refuser :IL A tort-.

* p- est -!a probabilite de refuser .*.A- tort.

* 7" et T* sont les temps darrkt

=: in f{ I t~ 6 1 oil~ -C 11} dans ic cas positif.

ct

7= in ft (I > c , ou ( !F 11-s dans le cas n~gatif.

Pour des probabifit~s d'erreur p+~ ct p-. donn&-s (3). Ies; expressions (14) et.

(1-5) pcrrnettent deC calculer les borncs 11 et 1,.

3'G~n~rakmcnt, on prend p.. = p-= 0.05 .
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4.2 Test du rapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman-Bucy

On d6crit un autre test du type rapport de vraisemblance pour d~cider entre les
deux alternatives "A+" et "A2' . L'id~e de ce test est la suivante:

Soit il un entier, io < il < i0 + m. Intuitivement, on s'attend 4 ce que
lik =E(h(Xk)IYok) soit tr~s proche de H11;64 sur A+ et de HIL;- sur A-., pour
ii k <io + m.On a

sur A- Yk =H(+B)7-+T

oh {Vk} et {vkI peuvent ktre consid6r6s comme des bruits blancs gaussiens dits
"processus d'innovation" (cf. section 2).

On pose
Zk = H+ (I + -B~+)4 - H_..(I + eB)

et on prend pour statistique de test le rapport logarithmique suivant:

=! ~ZY~1 ~ ((z'+u +,FB+)i) 2 - (H_(1 + B

Cki J~j4
avec i< n < m.

La statistique Ln se re~crit sous la forme suivante:

Sur ALi + E k 1 kk+2k=ii C k=ii

1 i il~f

CuA : ~i E .. kij

On note R, le terme de pr~cision du test:

1i1 +n

Sk=ii

Pour R, "'suffisamment grand", le signe de Ln permet de choisir entre les alter-
natives "A2.. et "A +".

Soient 11 > 0 et 12 > 0 des bornes fix~es. On introduit le temps d'arr~t N*:

N* = inf {n > i1 : Ijn >12 ou in <4 A m.

On applique la rbgle de d~cision qui suit.

20



R~gle de decision:

*Si LN- 1 2, on d6cide "A+".

.Si LN. ! -11, on decide"A .

*Sinon, on ne peut pas decider.

11 noiis reste 'a calculer les bornes 11 et 12 pour une probabilit6 d'erreur donn~e
f a et 'a estimer les temps moyens pour atteindre une decision. Le raisonnement

pr~sent6 par la suite constitue une justification purement heuristique, sans la
pretention. d'6tre une preuve rigoureuse.

Si on se place dans le cadre de l'hypoth~se "A+", d'apr~s les; 6quations des
filtres de Kalman-Bucy ('7) et (8), on a:

& = (1 + eB-(1 - ILK-)Zk + c(1 + rB+)(B+ - B_11+4+

+(H+K+(1 + cR4) - HAC_(1 + cB-4)vk++1 . (16)

Vu que les filtres en question sont 'a m6moire courte, d'apres cette expres-
sion, l'hypoth~se d'incd6pendance sur A+ de vk+ et vk+1 , pour i0 ,* - , m entraine
asymptotiquement "l'ind6pendance" de 4k et V4'a partir d'un certain instant
i > io.

Rernarque 4.2 Pour e "assez petit", on a la majoration

(1±+cB-)(I- H-K) < 1.

On obtient alors que

* si B+ =B_. B 1, dans une situation asymptotique,

[~Z2; ~ (1 + cB)2 (II+ K+ - IL IK) 2  2

I - (1 +cB)2 (l -I ICK) 2

0Si B+ < 0, alors Ef42 ;, A+] adnmet tine solution d'6quilibre:

21
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On utilise 1'in~galit

E[Zk. 4; A+] <2- E[Z,, ; A+4.] + E[4 v; A+J

4 pour obtenir 1'estirnation

E[Z41+; A+]

K((1 + -B - 11- IK_ + e'I+B - B-4(l - H-..I)(1 +,sB+)(1 + cB-41E[4 4

+E3/2 (I ± FB+)(1 + cB.4jB+ - B_1(1 - HK..I+E~i+2 ; A+]

+c [H±K+(1 + cB+i) - ILIC(1 + cB. )12i9

+6 2(1 +,6B+) 2 (B+ - B_) 12E12; A+].

Rernarque 4.3 Pour c~ "assez petit", on a la majoration

(1 + cB- )2 (l - IL K_ ) 2 + v/-- I4I1B+ - B_ 1(1 - HIf-)(I + eB+) (1 + cB-)

< 1IL]C_(2 -LA'.4+ c V'I<1

Dans une situation stationnaire, onl a l'estimation

E[Z2; .4+] < A+6. + CC3/2,

A+-(II+ K+ - HJK_)2 ~
HLK_(2 - H_ K-)

De plus, pour un certain 720, on petit consid6rer Zk comme une combinaison
lin6aire do Vt. Le proccssus 4 k~ = + est alors approximativement
un processus m6langeant. En cons~quence, on approche -L,, par le processus de
diffusion {~j; t = en} solution de l'&ijuatio'n diffirentielle stochastique

dj= A+ /2 dt + FA ~+ & Tj

Comme pour le test do la variation quadratique, on obtient la probabilit6 d'er-
reur p+ = P({4T; = el)+:

oh T; est le temps d'arr~t de'fini par

T. =inflt ( c 12 ou ( -c 11)
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Si on se place dans le cadre de l'hypoth~se "A-", par un raisonnement iden-
tique au pr~c~dent, on obtient la probabilit6 d'erreur p-= P({(7T. c e 2}jA-..4
Elle, est donne'e par:

P- -12- e-7- 1
1

avec 77- = 11-

Pour des valeurs de p+s et p-. donnes (4), on d6terrnine les bornes de precision
11 et 12 et on estime, les temps moyens pour prendre une decision:

E(T;) 2=p

Remnarque 4.~4 Dans [FJSZJ, les auteurs constatent qu'en pratique le temps
moyen pour .'rendre une d~cision est plus long pour le test de rapport de
vraisemblance (,tue pour le test de variation cjuadratique.

'En ge~n6ral on prend p- p = 0.05.
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5 Sous 1'hypothe'se (HD2): de~cider du signe de
Xk

Sous 1'hypothbse (HD2): r, (H..u..) 2  (IH~o+)2 et B. i6 B+, le test de la
variation quaciratique n'est pas applicable. En remplacement nous consid~rons
,in test du type rapport de vraisemblance sur les; observations {Ykl Puis nous
adapterons, sous cette hiypoth~se, le test du rapport de vraisemblance sur les
sorties des filtres de Kalman-Bucy, pr~sent6 dans le paragraphe pr~c~dent sous

Les calculs qui suivent utilisent le faib qu'une situation stationnaire est
nec~ssairement atteinte, raison pour laquelle nous avons formul6 l'hypoth~se
supl16mentaire (H4), d6crite (11ans l'introduction. Nous l'utiliserons par la suite.

5.1 Test du rapport de vraisemblance sur les acroisse-
ments des observations

Cc test est ddduit de l'tude du cas e = 0.

5.1.1 Le cas e= 0

On consid~re le syst~me suivant:

Xk+I = Xk + At b(a'k) + '/At 0(Xk) Uk, (17)
1. k =h(Xk).-

L'6iuation d'6tat de ce syst~rne g~n6ralise celle du svst~me cliscret (4) it tin pas
dle temnps At

Le probPme est de d6terminer le signe de Xk potir k = to, io + 1,...,i -- m
Lc test d'hypoth~scs est fait stir les observations f{fk, iu + 1 < k < io + m}

On consid~re la filtration (YF,*)k, oj 0 X'0 I U' I ,Uk , iO : k <
io + m.

Stir A+ N ~ +1 = (I + AtB+) k qf Vf,'Uki'i (18)
oi {u+; k > io1 est tin Y'-bruit blanc gaussien pour tine probabilit6 P+ telle
(tue

P+(D) = P(D),VD c A+.

Stir A- + I ?k+ lA t B-)9k + VItFUT - (19)

oii fu-; k > io} est tin Y,-bruit blanc gaussien pour tine probabilit6 P- telle

ciu P-(D) =P(D),VD c A-.,
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io+m
Le rocsss {k;k io1} stk-i -mesurable (i.e. Dre'visible) et E P2

k=io
+00P-p.S.

On utilise une version discrete du the'ore'me de Girsanov (cC. [Milheirol) et,
vu que B_. 54 B+, on prencl pour statistique le logsrithme du rapport de vraisern-
blance:

dP-

oi 1 n < m-1. On a la formule:

i , ) + fl i + 7 1

[(B -k(B-)y)At (B B) 2 it (20)
L k~io+1 k=iO+iJ

Sur I'6v~nement A+, la statistique L,, se r66crit sous la forme:

1 (B+ B_..) 2 io~' +~jB+B ' 0 " lk. 21
212 k=io+l kJ7~ k

Sur I'6v~nement A-., on a:

1 (13+ _ - io+n k TB4 -B . +n2~
2 l2 k=io+i k~io+i

On pose

(J3~ - )2 io+n

r2 k=io+l

On appclle Rn le terme de prdcisioi. Pour R,, grand, L,,/J?0 est proche dc
±1/2 et Ia probabilit6 d'erreur est faible. Si Ln > 0 on d~cide ".," et si Ln < 0

on dcicle "A2.,
On 6tablit le r~sultat suivant:

Th6or~nnc 5.1 Soit r > 0. Vn tel qtuc io < it < in - ,on a:

P({Ln >0)fln 1 r) n A-') : C

Preuve La O-emonstration est identique pour les deux ineigaliths. Consid6rons
par exemple la preniiere.
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On introduit la martingale exponentiplle

Z~eXAV~~B+ B- aO+k 1 !AA(B+B) 2 V 'I
F, 0 1 2

avec A < 0 et on raisonne comme dans le cas continu (cf. [Roubaudi).

On d~crit deux procedures de mnise en oeuvre de ce test sous forme s~quen-
tielle.

Premi~re procedure:

Pour r fix6, onl introduit le temps d'arr~t N*:

N*= inf{n 1, : R,, >r}A m.

* Si LN. > 0 on ddcide "A+"

* Si LN- < 0 on d~cide "A- "

* Sinon on ne peut pas d6cider.

Nous devons donc proposer une m~thode de determination de cette constante

r. On consid~re le probk~me stir A+ et sur A- et on choisit r =max(r-,r+).

Sur N'vbnernezit A+, on pose

B+- B- 'o~n +

E k

La statistique L,, se r66crit sous ]a forine:

-nR,, + A!f.

Onl introcluit le temfps d'anrft INT

N =infn > I : R, > r+ A m.

On a ciue RN; est approximativeinent 6gal . r+.

O.1 cherche 'a d6terrniner tite constante r+ telle clue, pour une probabilit6
1 -- a donnde, le termie de prdcision soiL significatif dans le calcul de LN:. Dans
d'autres termes, on cherche r+ telle quie:

IV
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D'aprbs (18), on r66crit sus' la forme suivante:

no-!

Yk+1 ( + At~f~j~~~ + ViiI' r 1+AB)u~
i0-

L'hypothise (H14) nous permet de consid6rer 9k comme une combinaison lin~aire
des variables al~atoires gaussienfles ct ind~pendarites uk.OI , u+ . SoiL
9 k+. TLe processus {&.-, io +no -1 < k < io +m } est alors approximativement u~n

i ~~processus m-61angeant. De plus, la valeur stationnaire de Efg;4 etaprck
par

r2

=-B+(2 + zVB+)

D'apr~s le tli~rtrme fonctionnel de li'iite centrale [lBillingslev][thi.2O.11,

V+k=iO+1

oii I n nAt et IV( es'. un processus de Wiener standard.
On d~duit de ce qui pr&c cue ,1I4+ suit approximativement une loi normale

All' COnAt (B+ B)
-(2+ AtB+))

V'u clue RN; r.+, on obtient ]a relatio:i suivante entre r+ et N

(B3+ B_42

+. -3(2 +At f+)

Alors I'in6galit6 (23) devient:

On choisit
=IA 2 .

av':c A obteu par la tab~le de la loi nor-nalc centr6c r~dtiite.

Sur 1'v~n-.znent A.-, on proud

A A2

et on a la relation suivante eritre r- et A'*

r.. ~ (B,. B_)2
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Exemple 5.2 Pour B.. = -1, B+ = -0.25 et a = 0.05 on obtient r = 10.89.
Pour les estimations des temps moyens on obtient: tJN. = 9.66, AtN-
38.52.

Deuxiime proc~dure:

11 semble que dans le test pr&&ldent le temps d'attente pour prendre une d~cision
soit "trop" long. En effet les bornes r+ et r-. sont d~termine'es inde'Pendamment
l'une de l'autre. Pour r~duire cce'te dur~e, nous proposons une autre procedure.

Pour des constantes 11 > 0, 12 > 0 'a d6terzniner, on introduit le temps d'arrat

N*= inf In > io t.q. L, _> 12 ou L,, : -III Am.

R~gle de d~cision

* Si LN- : 12 on d6cide "A+".

* Si LNv. -11 on d6cide "A-.

* Sinon, on ne peut pas d~cider.

On utilise 'a nouveau l'approximation des processus discrets par des diffusions
pour ddterininer les constantes 11 et 12.

Sur A+, on approche Ln par {ce; t = Atn), oiI 1(,) est le processus de
diffusion Mdini par I'quation diffe'crntielle stochastique

dC 2 F2 - dt+ dlt

On introduit le temnps d'arr~t Ti.:

On d6finit ]a prob Niiit6 p+(x) = P=Q(;= -1111A+). En utilisant la for-
mule de Dvnkin, on obtient I'6cuation diffdrentielle ordinaire suivante:

p+ + P+ 0{P+(-,,) I +1. = 0.

La r~solutioi, de cette 6quation nous donine la probabilit6 de "refuser A+~ 'a tort
"p+ =p+ (0) (cf. [Flenming,-RislielJ[chiapV.tli7. 1 ):

= -1
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Par un raisonnernent identique stir A.., on obtient l'expression de la proba-
bilit6 d'erreur p- = p 0

1 - e-11
P=e1- e-11

De m~me, on calcule les temps moyens pour prendre tine decision en r~solvant
deux 6cjuations diffirentielles ordinaires (cf. [Flexning-Rishell(chapV. tb7.1I).
Plus pr~cis6ment E(2.") est donn6 par la solution de N'quation{A+ (B+ - B-) 2 gl+A+ (B+-_LB) 2 g

2 172 2 + 1

9(1)= 9+1)= 0

aui point 0.
On obtient E(T ) de fa~on similaire:

E(T;) -2 B+ (2 + At B+) ('2- P+(1 + 12)1,
(B+ - B-)2

-2 B-(2 + At B-.) [i- 1 U + 12)'.
E(T.) = (B+ - B-.)2

Rernarcpue 15.3 lDans les applications on prend gdn6ralement p+~ p- a.
Ainsi un simple calcu! nous (lonne

11 = 12 = In -a

et on note quoe

E(]T:) B-ET)

Exemple 5.4 Pouir B- -1. B3.. -0.2.5 et a 0.05. on Olbtieflt 11 1 2

.94. Les temps moyens sont alors E(T.; = 4.70 et E(T.) = 18.79.

Rernarque 5.5 Pour comparer les temps moycns des (ICux Irocedtires, on s'in-
t~resse au~ signe de l'expression:

X21-2

aVec A~ tei que C~ ~ ~/dx = a.

On vdrifie numdriquement ciue cette expression est p(,sitive. VO < a < 1/2.
On en d6duit cjue pour tine probabilit6 Wlerreur donn~e, les temps rnoyens de Ia
Jpremiere procedure sont plus grands quc ceux de la deuxi~me. Cette difference
est c'autant plus grande cjue a est petit.
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En preparation de 1'tude dlu cas e > 0, nous r66crivons la statistique L
sous une autre forme. En utilisant N'galMt

9k (Pk+l P k) = ~((Pk+l - yk)2 _ gk~ + L

on obtient

Ln 2T2B (o+n+l A+J) - . Z2 (9k+l Pk2
2 k=io+1

fB 2 -B! io+f
-At~ , r2 k22 k-io+l

Lemme 5.6 Sur A+ U A., on a l'estirnation:

io+n

Z ~~ )2 _ r 2 At 0 (V=
ko+l

Preuve D~montrons, par exemple, cc r~sultat sur I'v~nemnent A+.

Suir /1+, on a

Yk+ At HkLJ+ B+ Xk + V~t4I+ Uk ,

d'oii 1'expression:

tonio+n to+n

Z (i k+-k) At'12 B' F X2 4+At r2 Z u2
k=:o+l k=io+l k=10 +1

+2LAt- 1 2 IIH~+20B+ >: XkU

On obtient I'estitnation:

E (~+I y); At 2 112 B2 E E(X 2 ) + Atn F 2 .
Ok+1 A+] +B

kio+i k~to+I
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entraine

EEf((k+l IYk)2 r2f7lAt) 2 AJ]

=io+lk~ol

±~tl" + F, x+2A 3 If B+E[ k=+l k EjkU
kk~io+I

Atkrj22 t*r 2 B+2 E ±uo -1 -+n +2),o

APE u1kI +2A)~ H- 2t

majoration (24)nt

Ouisu fa.6 est un brutn iti lan rst ndald. I'in teai oan a:fi

I. rJ+= 2A
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On consid~re A t = e et on s'int~ressc l'6cart L' - Ln.

The'ore'me 5.7 Sur les ftvnrnmcizls C et e d~finis dans la section 3, on a
1 'stimation

Preuve
On cl6rontre d'abord que Lc - L, cst d'ordre O(Ve-) sur A+ U A_.

+ 2112. (((+ -i+l) - 90+' -

±B+ 2 B ['- B! to"V n

L'6gafi t6

Yk k = \/? Vk (2 h(X k) +\6V1

rnpl iquei

1 B2 (v,,+,,+ 1 h(xi.+,,+,) -v,+ h(x..+i))

B+ - B_ [o
+ 1 2 E (h(Xk 41 ) -h(Xk)) 2 -rfle]

13+ -v1-+ 2 3/ B+2 D!R io+n

kito+I

25 B~j1 - B20P1 2

Sachant que {vk}l est un bruit blanc gaussien standard et que tous les mo-
ments de Xk sont finis pour k < 7n, on d6duit h. Iaidc du lemme 5.6 que L' - L

est d'ordre C)(V/-) sur ,I+ u A_
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Pour raisonner sur C, on remnarque tout simplement qu'on a la majoration

E[-- ,) ; C] :5 E[ (L' - L)'; A+ U A-]

De I'in~galit de Cauchy-Schiwarz, on obtient

E[ (L - Ln )2 ; C] E[(L - Ln )4 ]1/ 2 P[C nl (A+ U A-yl2+ C.

Du fait que E( - L,,)") < C et de la proposition 3.1, on d~duit le r~sultat
stir v~nemlent C.

De ml~me, du thc~orrne 3.6, on d~duit le r6sultat sur N'v~nemlent C

Etant donne quo les bornes cltermin6es dans le paragraphie 5.1.1 sont d'ordre
0(l), ii est donc l6gitirne, d'apr~s le r~sultat pr~c~dent, de les utiliser pour tester
Le.

D'apr~s la remarque 5.5, nous avons choisi d'irnpl6menter le test selon sa
deuxi~nme version.

5.2 Test du rapport de vraisernblance sur les sorties des
filtres de Kalman - Bucy

Onl niontre que la statistiiue !L,,. utilise clans le paragraphe 4.2 sous l'hypothe'se
(IIDI), perinet encore de d6idcr entre los alternatives "A+*' et "A-" sous
I'hypothe'sc (11D2).

Soit i0 < 2,1 < 10 + nt., Onl aI

2 kkI-T ((11+ (l + ELB+). )2 _ (Jil + C_.-)
k=t,

A =14( + J+k - ILOl + )..
On rapIpello la d6fiinition dui terme de precision du test:

I tl~

Sur A+, h partir de i'exlpressiori r6cursive de Zk.(&juation (16)), on obtient:

E[2+ (I + CeB,_ 2(I -ILK.)
2 E[Z2 4

+6 2( + EI3 )2 (B+ _ B_2I'i12E [. 2 : /1.

+e 111+ K+(1 + cB+) - LI(l + E B)121)+

+2e(l + cB+)(1 + eI3.4B+- -3(l -iL II +E[Zk 4A+].
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On utilise 1'in~galit6

E[Zk.4; A+] -- EZk +k2c(1 + EB-)(1 + eB+)IB+ - B-(H+E[A]

+ e (1 + EB-)(1+ -B+)IB+ - B- IH+E[+;A]

Sous (11D2), la diffirence H~lK+ - IL.AI. est d'ordre 0(c).
On utilise le fait que

0 < (1 + eB+ )2 (l - HlK-)2 + ILA'41 - H-K) < 1 - H..IC + C c < 1.

Sous I'hypoth~se (H14), on obtient, de ]a rn~me fa~on que dans le paragraphe
4.2,

E[Z2 ; A+] A+ 62 + C E3

IB+ 1(2 + eB+)

Sur A, on fait un raisonnenient similaire.

Rernarque 5.8 Le processus { Zk} est d'ordre 0(V/-) sous 1'hypoth~se (HD 1)
et d'ordre 0(c) sous 'hypothibse (HD2-).

De m~rrne que pour le test pr&&ldent, on consid~re deux types de procedures.

Preniire procedure:

Pour r fix6, on introduit le temps d'arrft

N*= inffn 1I R,, > r} A 7-.

On calcule L, jusqu'a ce cju'on ait R,, > r. Par tin raisonnement similaire
cclui du paragraphec 5.1, on choisit r = rnax(r., r+) avec

r-. = 'lA2i7- et r+ = 4A 219+.

La constante A est obteDUe par inversion de ]a fonction de re'partition de la loi
AV(0, 1) calcuh~c pour la probabilit6 a. Les estimations des temps moyens pour
prendre une d~cision sont donnees par

cN'= 4 2 -13-(2 + cB)
eN = 4A(3.1. - B..) 2

cJ;=4A- -B+ (2 + cB+)



Rernarque 5.9 Les temps moyens pour prendre une decision associ~s ha cette
procedure sont identiques ha ceux du test precedent quand on consid~re le mnme
type d'approche (cf. paragraphe 5.1).

Deuxie'me procedure:

Soient 11 > 0 et 12 > 0 des barnes fix~es.
On introduit le temps d'arr~t N*:

N*= inf fi > i1 : L>1 12 ou Ln < -11} Ami.

Raisonnons sur I'v~nement A+, par exemple.
Nous savons, d'apr~s ce qui pr&cde, cjue sous F'hypotlise (1H4) le processus
= ZkVk+l est apIproximativement un processus m~langeant. Par un raison-

nement similaire ha celui du paragraphe 4.2, pour t = e n, on approche Ln par le
processus dle diffusioni {(t) d6fini par:

d(j A,/2dt + VV+A, dI +

On obtient ]a probabilit6 WIerreur p+~, "probabilit6 de refuser A+ ha tort":

ey~l~l - e-71+12'

oq+= 1/9+ alinsi que le temps moyen pour prenidre tine (lecision sur A+:

12 (11 +12))

De m6me, oni obtient la probabifit6 d'erreur p-. "probabilit6 de refuser A-
'a tort":

oU 17- 1/09- et le temps moyen p)our Irendre tine (16cision stir A-

Remaque .10 ous HDI)lestemps d'attente moycns sont d'ordre 0(c)
tandis que sous (11D2) ils sont d'orclre 0(l). On petit s'attendre donc ha ce que,
dans ce deuxibme cas, ii y ait des intervalles oii aucune d~cision ne sera prise.
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Ren-arque 5.11 Sous l'lypoth~se (HD2), l'cart t9+ - 19 - est d'ordre 0(c),
donc les bornes 11 et 12 sont "tr .s proches". On a une situation similaire t. celle
d~crite dans ]a remarque 5.5, i.e. les temps moyens d'attente sont plus longs
dans la premiere proc~dure que dans la deuxi~me.

Le test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres de Kalman sera
mis en oeuvre selon la deuxi~me procedure.
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6 Applicati.on

Nous rappelons que notre objectif est d'6tudier le comportement des filtres pro-
pos~s par rapport la solution optimale du problbme de filtrage et de comparer
les diff~rentes procedures permettant de les obtenir. Nous devons donc, en pre-
mier lieu, d6finir des critbres de comparaison.

6.1 Les critbres de comparaison

Une preniire id~e est de consid~rer, pour une probabilit6 d'erreur fix~e,

* l'amplitude moycune des intervalles de'tect~s, pour comparer les tests de
detection

* le temps n-ovcn n~cessaire pour prendre une decision, pour comparer les
tests de d6termination dui signe.

Pour comparer les tests en termes de probabilit6 d'erreur, il semble naturel de
s iiit6,esser aux pourcentages sui vants:

" pourcentage ci'i utervalles cI6t ect 6s corrects.

" pourrentage de d~cisions coirrectcs (i~e. nombre de d6cisions correctes par
rapport au nombie de deCiSiOnS prises).

Notts qualifiozis tine d~cision dic correcte lorsque )c signe, Choisi correspond h
ccliii de la trajectoire, ccci stir un intervalle de monotonic correct.

Les tcemps nioycns p)our attean(Ire une d6cision sont calculds d'abord th6ori-
qupment (voir les paragraphes 4 et 5) et sont enstiite confrontds anx r~sultats
olbtelus par simualation.

6.2 Exemples

L'~tudc cu probl~rne sous F'hypoth~sc (IfD2) 6tant notre principal centre d'inite-
r&., nous cons id Avons5 des exemples v6rifiant cette liypotlisc ct nious appliquons
ics diff~rents tests ddcrits dans le paragraphe 5. Nous 6tudions l'influence de Ia
fonction d'observation sur l'efficacit6 deCs tests, dans 1'exemple 6.2 et celle de Ia
cl6rive dans l'excmple 6.3. Nouis notis int~ressons enguite k uin exemple vdrifiant
I'liypothbsc (HIID), pr6sent6 daris [FJSZ]. Geci nous permettra d'illustrer que

dans cc cas, lis d4~cisioIns sont prises beaucoup plus rapidement que sos (HD2).
Nous justifierons ce fait par I'6tude dui conmportement de ]a solution de l'6quation
de Zakai.
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Dans ie paragraphe 5, sous (HD2), nous avons propos6 une m~thode de
d~terrnination des homnes pour les tests du signe et d'estimation des temps
d'atteiite sous 1'hypothbse (H4): B- < 0 et B+~ < 0. 11 est int6ressant d'6tudier
les r~sultats obtenus dans le cas oh 'hypoth~se (H4) n'est pas v~rifi~e. C'est ce
que nous nous proposons de faire dans 1'exemple 6.6.

Pour chaque exeinple, nous commentons les r~sultats statistiques sur 10 corn-
porternent des tests. On peut consulter ces re'sultats dans 'annexe A.

Remarque 6.1 On rappelle que la ddterrnination des bornes utilis~es dans les
tests de d6cision sur le signe repose sur la possibilit6 d'atteindre une situation
stationnaire. Une fois les passages k z6ro d~tect~s, nous devons attendre un
"(certain" temps, no, avant de cumuler les satistiques de d~cision des tests. Ce
temps est cependant assez court puisque, comme nous 1'avons d~j' rernarqu6, L
:'int~rieur d'un intervalle de monotonie, le syst~me a tendence 4 accornpagner
rapidement lNvolution du syst~rne 1in~aire associ6. Nous avons choisi pour ces
exemplles no = 6.

6.2.1 Exemples sous 1'hypotli~se (HD2)

Exemple 6.1 On consid~re le syst~me{Xk+I = Xk +0.01 b(Xk) +V 0/0Uk, -TO .A(-5, 0.1)

Yk = IXkj+\/'T 6 TVk,

-0.25x. x>0.

On s'int~resse tout d'abord ki unc trajectoire sirnul~c stir 1'intervalle de temps
[0.10].

Dans cc cas, les r6stultats des cliff~rentcs lprocedures 6tant similaires, nous
ilitzstrons par la figure 1, uniquemient ceux des tests de d6tection et dui rapport
de %'raiseinblance sur les observations.

Pans ce-tte figure, ]a trajectoire dii signal ht estiiner est trac~e en trait plein et
le filtre propos6 en pointill6. Les intervalles de monotonic d6tect~s sont signaks
en noir dans le cas oii tine dcision est prise sur le signe et en gris s'iI n'y a pas de
d6cision. Nous rappelons que sur tin intervalle de monotonie, si le test appliqu6
decide "signe positif", (respectivernent "signe ne'gatif") on trace la sortie du
filtre de Kalman-Bucy (7) (respectivement 11a sortie du filtre (8)). Si le test ne
prend pas de d6cision, les sorties des deux filtres sont repr~sent~es.
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11 est interessant de regarder le comportement de la solution optimale pour
ce probl~me. Dans la figure 2 on repr~sente, en plus de la trajectoire (en trait
plein), l'estimation optimale obtenue par r~solution nurn6rique de 1'6quation de
Zakai (en trait pointifl6), entour~e par sa r~gion de confiance correspondante
une probabilit6 de 95%. IUn g6n~rateur automatique de programmes FORTRAN
a 6t6 utilis6 pour obtenir cette solution.

Dans les figures 3 6, on trace la densit6 conditionnelle k. divers instants
de l'intervalle 10, 10). Le trait vertical correspond '"- la valeur du signal simul6

P linstant t. On note qu 'au moment oit la d~cision stir le signe est prise, la loi
conditionnelle approche tine ioi gaussienne et que pr~s d'un passage k zero, la
loi coiiditionnelle a deux "bosses".

On peut constater, par exeri pie, (ju'a l'instant t = 6.5 les tests, ayant d6jA.
cletect6 un intervalle de monotonie. ne sont pas encore capables de d6cider sur
.e signe. Cette decision sera pkeaUx environs de t = 8.48. Enl regardant If-
cornportement de la solution de I'6cuation de Zakai, on remarque l'existence
de deux "'bosses" h partir de l'instant t 3, approximativement. A l'instant
t = 8.48, instant oii les tests de d6cisioii st'i le signe sont capables de prendre
tine decision, une des "bosses" de la (lensite conditionnelie est d6jh n6gligeable
(voir la figure 5), cc qui explicjue le fait qu'une d~cision puisse 6tre prise. A 'et
instant, Je filtre propos6 et i'estimation optimale ont un comportement simiflaire.

On s'int6resse maintenant aux r~sultats num~riques obtenius pour une tra-
jectoir4' vitnu1~e sur I'intervalle de temups [0, 100] (voir les tableaux 1 et 2).

On constate que

L e test de d~tection stir le sorties dui filtre de K1alman-Bucy permet de
ddtecter des intervalles de m-onotonie plus longs que le test stir les; obser-
vations; celpendanit I'erreiur cominzse c'qt aussi pluts grande.

L e fait d'augmcenter la borne de ddtcCton (par exemple en diminuant
]a pz'obabilit6 d'erretir a) entrainec 6videniment la d6tection d'intervalles
dc monotonic phIis petits. 11 seruble que nous controlons moins bien la
probabilite d'erireur dui test stir la sortie des filtres de Kalman--Bucy que
celle dui test stir les observations. Voyons par exemple cc qui se passe
quand on prend ad = 5% (voir le tableau 2). be pourcentage d'erreur de
detection P2 est sup&ieur, ceiui qui avait Wt impos6.

* Les r6sultats des tests de decision sur le signe bas6s stir Ie rapport de
vraisemblance sur les observations ou sur les sorties du filtre de Kalman
sont comparables. Toutefois le temps moyen pour prendre une d~cision
semIble Utre Iegbrement phis petit dans le premier cas que dans le deuxibme. 4
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L e fait de diminuer la probabilit6 d'erreur pour la ddc~sIon sur le signe
entraine naturellement une reduction du pourcentag, ciintervalles avec
decision et des temps d'attente plus grands pour prenea- ce- d~cisions.

Remnarque 6.1 Les temps moyens pour prendre une decision calcul~s t!e'ori-
quement sont beaucoup plus 6lev6s que ceux v6rifi~s en pratique.

Exemple 6.2 On modific la foncf ion d'observation dans l'exemple, 6. 1. On con-
s. ..'re:

Ii(x) ==0.4 txI.

On obtient les r~sultats pr6sent6s dans le tableau 3.

be fait de diminuer le coefficieat IH+ I = - I- semble avoir pour effet i'aug-
nientation des pourcentages de ddtection d'intervalles correcds. Autrernent dit,
lorsqu'on diminue Je coefficient 111+j = jiH-, les constantes des tests de d6tection
augnwntent. On d~tecte plus de passages % zero et les longueurs des intervalles
de momotonie diminuent. Ce comportement des tests est satisfaisant vu qu 'une
diminution du coefficient 111+! = IH-I est 6quivalente . une augmentation dui
bruit d'observation.

On vtirifle 6galement tine "leg~re" diminution des temps d'attente pour pren-
dre une ddcision. Ceci s'explique du fait cjue les statistiques des tests du signe
sont calcuP~s loin des passages 4 zdro.

Dans ce cas, le test de ddtection des passages zero bas6 sur Ics sorties d'un
des filtres de Kalman-lBucy est mneilicur quc celui bas6 siir les observations.

Exemrple 6.3 On consid&e les m~rnes pararn~tres que dans l'exemple pr&#6-
dent sauf pour la derive b(x):

(x) = 05x , x 50

Les r6sultats sont consulter dans le tableau 4.

On remarque que le pourcentage dle dt~cisions est m-aintenant plus 6lev6 et
que le temips moyen pour prendre une d~cision dirninue considdrablement. Ceci
illustre parfaitement Ics calculs th6oricques prdsent~s clans le paragraphe .5. be

fait de diininuer le rapport IB+ I/(B+ - B-)' (respectivement JB_ /(B+ P-)2 )a
a pour effet d'augmenter le terme de precision dans les statistiques L et L. On
obtient donc de meilleurs r~sultats, notamnment pour le temps d'attente "c6te'
positif" (respec~ivemrent "cWt n6gatif").
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6.2.2 Exemple ous hypoth~se (HDI) eeenpe61

h~x) X <01

Le syst~me consid~r( '- rifie l'hypoth~se (HD 1).

Par les figures 7 10, nous illustrons les r~sultats des diff~rentes proc6dures
appliqu~es une trajectoire simul6e sur l'intervallc de temps [0, 10]. Nousre
marquons cjue le test de ]a variation quadratique d~cide plus souvent que le test
sur les sorties des filtres de Kahrian-Bucy.

Le comportement de l'estimation optimale et sa region de confiarice . 95%
relpresentes dans ]a figure 11, mnontrent clairement que dans ce cas, la loi condi-
tionnelle approche beaucoup plus rapidenvent une Ioi gaussienne, apr~s un pas-
sage h zero que dans l'exemple 6.1 (voir la figure 2). Ccci justifie le fait que nous
d6cidons du signe de x. plus souvent sotus l'hypoth~se (HD1) que sous (HD2).

La comparaison entre les figures 12 14 et les figures 3 6 (voir l'exemple 6.1)
illustre . nouveau !a remarque pr6c~dente. Dans ce cas, une des deux "bosses" de
]a loi conditionnelle s'estornpe rapidement aux environs des instants de decision
(t = 6.86 et t = 6.88), tandis que clans I'exemple 6.1 on ne retrouve un tel
comportement qlu'aux alentours de l'instant t = 10.

Les r~sultats nurn6riques des tests appliqu6s i une trajectoire simul~e sur
l'intervalle de temps [0, 10Of] (voir le tableau 5) mettent t6galexnent en evidence
que les temps d'attente pour prendre tine decision sous l'hypotli~se (HD1) sont
netternent plus courts que sous l'hypothise (11D2).

Rernarque 6.5 Queques remarques sur les rdsultats des proc~dures appliqu~es
h plusieurs trajectoires simukes sur un intervalle de temps' [0, 1001.

" Les tests d6tecteuit momns de passages h zdro Iorsque l'cart !H+ - H_
augmerite et le taux d'erreur est supdrieur au taux souhiait6. De fa~on
plus nette que sous (HD2), nous coiitr6lons "momns bien" Ia probabilit6
d'erreur du test de detection sur la sortie d'un des filtres de Kalman-Bucy
que celle du test sur les observations.

" Pour une cliff6rence Iu+H+ - o,-..H_ 0.5, les tests de determination du
signe ont des taux d'erreur superieurs h. ceux demand~s. Le test de Ia :4
variation quadratique a tendance hi d~cider plus souvent que le test du
rapport de vraisemblance stir Ics sorties des filtres de Kalman-Bucy, mrals
semble g6n~ralernent moins fiable. Wf [F.JSZ]).
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o En augmentant l'cart Ia,+ H+ - a-. jl , les tests de d~termination du signe
d~cident plus souvent et prennent moins de fausses decisions.

6.2.3 Un exemple sous l'hypoth~se (11D2) ne v~rifiant pas (H4)

Exemple 6.6 On consickre le syst~me, suivant:{Xk+1 Xk +0.01b(Xk) + V'Oluk., xo'- Af(-5,O.1)

=IXkI +VO-01Vk,

avec

Remarque 6.7 Le coefficient de derive B+ 6tant positif et B- 6tant n~gatif,
il y a "peu" de passages . z6ro, et le signal a tendance . "fuir" vers l'inflni 6~s
qtu'il est du c6t6 positif.

Nous 6tudions un cas o6i P' hypoth~se (11D2) est v6rifi~e mais pas (114).
Cependant on applique les tests prdsent6s dans la section 5. On rappelle que
les bornes utilis~es clans ces tests ont 6t6 cl6termin~es sous l'hypotlise (1H4) et
ne sont plus justifi6es dans cet exemple. 11 est donc int~ressant de regarder les
resultats qu'elles engendrent dans une telle situation.

Dans ]a figure 15, iious tra~ons le filtre approch6 construit partir du test
de d6tection et du test de rapport de vraisemblance basis stir les observations.
Les rdsultats obtenus par les autres procedures sont similaires.

En comparant le filtre propos6 et I'cstimation optimale (voir ]a figure 16), on
remnarque que leurs comportements sont semblables sur l'intervalle de inonotonie
d~tect6 [0, 3) et aussi partir de I'irstant t = 7, environ. Ccci est satisfaisant vu
que sur I'intervalle de monotonie [5.80, 101, les instants de d~cision stir le signe
sont t = 7.15, pour le test stir les observations, et, t = 7.20 pour le test sur les
sorties des filtres de Kalman-Bucy.

On se permet de conclure qu'au mnoms pour certains cas ne v~riflant pas
Pi'ypoth~se (H14), on Ipeut encore utiliser les homnes calcuks sous cette hy-
poth~se et obtenir des r6sultats "corrects".

Rerriarque 6.8 Darts ccttc situation oii lhypotli~se (H14) W'est pas v~rifi~e,
nous ne savons pas estimer th~oriqucment le temps d'attentc d'une d6cision.
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7 Conclusion

On a d~crit des tests permettant de determi ner les intervalles de lin~arit6 de la
fonction d'observation, pour un syst~me lin6aire par morceaux en temps discret
avec petit bruit d'observation. Deux types de tests sont n~cessaires: un premier
test permet de ddtecter les intervalles oii il n'y a pas de passages . zero; un
deuxi;,me test permet de d~cider du signe pris par la trajectoire sur cet intervalle.
Sous 1'hypoth~se (HD2), diffirents tests on Wt propos6s. Pour la detection de
l'intervalle de monotonie, on a le choix entre un test bas6 sur les observations
et un test bas6 stir les sorties d'un des filtres de Kalman-Bucy. Pour 1'tape
de d6cision du signe, on d6crit un test de rapport de vraisemblance sur les
observations et un autre test de rapport de vraisemblance sur les sorties des
filtres de Kalman-Bucy.

L'efficacit6 des tests de d~tection depend de la deternmination de la valeur
d'une borne, le "cutoff". Une formule peri-nettant d'obtenir cette valeur aW
justifi~e th~oriquement pour le test bas6 sur les observations. Ceci n'a pas Wt
de m~me pour le test bas6 sur les sorties du filtre de Kalman-Bucy. 11 nous sem-
ble donc naturel que ce deuxibme test se comporte momns bien que le premier.
Q uant aux tests de d6terirnination du signe, on a v~rifi6 que leur comnortement
est semblable. Des formules permettant de determiner les bornes et les temps
inoyens d'attente pour prendre tine decision ont W obtenues th~oriquemnent
sous 1'hypoth~se (114). Les probabilit~s d'erreur fix~es sont i. coniparer avec
celles obtenues sur le probl~me simul6 ainsi que les temps moyens d'attente.
On remarque de inani~re gdn~rale, cjue les temps moyens d'attente calculks th6-
oricjuement sont plus longs cque ceux obtenus en pratique. On note 6galement
que l'ordre de grandeur des temps moyens d'attente th6oriques et empiriques est
plus grand si on se place sous l'hypoth~se (FID2) que sous 'hypothbse (HD1).

On peut envisager d'6tendre l'tude ici pr~sent~e L des syst~mes oii les fonc-
tiouis b, o, et h poss~dent 1 points critiques, avec I > 1. On pent aussi consid~rer
des syst~mes de dimension n > 1. avec des bruits correl6s.

Une extension au cas de fonctions monotones par morceaux existe dans
[Fleming- Pardoux], sous I'hiypoth~se (HlDI). Des essais ont W faits par [FJSZ]
dans le cas d'une dynamique non lin6aire. 11 reste ~.justifier son analogue sous
FViypotlise (11D2).
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A Resultats numeriques et representations gra-
phiques des exemples prdsentes dans la sec-
tion 6

A.1 Resultats numdriques

Nous introduisons les notations suivantes:

TDO: test de d6tection sur les observations.
TDK: test de detection sur la sortie d'un des filtres de Kalman-Bucy.
TLO: test du rapport de vraisemblance sur les observations.
TLK: test du rapport de vraisemblance sur les sorties des filtres de Kalman

-Bucy.
ad: niveau d'erreur pour le test de detection.
a,: niveau d'erreur pour le test de determination du signe.
C: "cutoff" du test de detection.

-11, 12: intervalle de confiance du test de determination du signe.
ET*, ET;: temps moyens thdoriques d'attente d'une d6cision.

p, : pourcentage de pas de temps d6tects.
P2: pourcentage d'intervalles de monotonie corrects.
p3: pourcentage de pas de temps avec decision.
p4 : pourcentage de decisions correctes.

T;T:: moyennes empiriques des temps d'attente d'une d6cision.

Test de detection TDO TDO TDK TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK

C 0.143 0.143 0.143 0.143
-11 12 -2.94 2.94 -7.70 7.67 -2.94 2.94 -7.70 7.67

ET-* ET . 18.8 4.71 18.9 4.69 18.8 4.71 18.9 4.69
p, 84.5% 84.5% 86.3% 86.3%
P2 96.3% 96.3% 93.2% 93.2%
p3 40.6% 40.6% 41.7% 41.7%
P4 100% 100% 100% 100%

T-_T+ 1.3 1.5 1.3 1.5 2.1 1.6 1.7 1.6

Tableau 1: rdsultats numdriques pour l'exemple 6.1 (ad = 5%, as = 5%)
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Test de dtection TDO TDO TDK TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK

c 0.17 0.17 0.17 0.17
-11 12 -2.94 2,94 -7.70 7.67 -2.94 2.94 -7.70 7.67

El' ET; 18.8 4.71 18.9 4.69 18.8 4.71 18.9 4.69
p, 82.4% 82.4% 84.2% 84.2%
P2 97.9% 97.9% 97.5% 97.5%
P3 39.0% 39.0% 41.4% 41.4%
P4 100% 100% 100% 100%

T- T+ 1.3 1.5 1.3 1.5 2.1 1.5 1.7 1.5

Tableau 2: r6sultats numeriques pour l'exemple 6.1 (ad -2.5%, a, -5%)

Test de d6tection TDO TDO TDK TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK

C 0.121 0.121 0.302 0.302

-1 12 -2.94 2.94 -4.38 4.36 -2.94 2.94 -4.38 4.36
El': ET; 18.8 4.71 18.9 4.70 18.8 4.71 18.9 4.70

p, 70.8% 70.8% 75.4% 75.4%
p2 98.4% 98.4% 98.8% 98.8%
p3 35.0% 34.9% 40.1% 38.8%
p4 100% 100% 100% 100%

T_ I'1 0.0 1.1 0.05 1.2 0.0 1.4 0.05 1.5

Tableau 3: r6sultats nun6riques pour l'exemple 6.2 (ad = 5%, a, = 5%)
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Test de d~tection TDO TDO TDK TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK j

C 0.144 0.144 0.144 0.144
-1112 -2.94 2.94 -7.69 7.54 -2.94 2 94 -7.69 7.54

ET! ET; 2.350.317 2.400.115 2.350.)17 2.400.115
P, 85.5% 85.5% 87.0% 87.0%
P2 95.3% 95.3% 92.5% 92.5%
)3 66.8% 66.8% 69.3% 68.4%
P4 95.8% 100.0% 90.0% 94.7%

T. T+1 0.0 0.28 0.12 0.29 0.0 0.30 0.12 0.33

Tableau 4: r~sultats numriques pour I'exemple 6.3 (ad = 5%, a, = 5%)

Test de d6tection TDO TDO TDK TDK
Test du signe TLO TLK TLO TLK

C 0.165 0.165 0.165 0.165
-11 12 -4.70 2.37 -15.80 7.80 -4.70 2.37 -15.80 7.80

ET: ET; 0.44 0.13 2.46 0.44 0.44 0.13 2.46 0.44
P, 86.6% 86.6% 88.2% 88.2%
P2 93.5% 93.5% 87.5% 87.5%
P3 71.2% 63.4% 76.1% 65.4%
p. 82.4% 87.0% 71.1% 66.7%

TT+ 1 0.38 0.29 1.60 0.28 0.40 0.37 1.60 0.30

Tableau 5: r6sultats numeriques pour l'exemple 6.4 (ad = 5%, a, = 5%)

4
48

I



It

'1
j

A.2 Reprt~sentations graphiques
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(testdobs-testlrobs) signal + estimate
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0 2 4 6 8 10

Figure 1: Sous (HD2), exemple 6.1: tests de d6tection des passages , zero et de
decision du signe bases sur les observations.
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Figure 3: Sous (11D2), exemple 6.1: densit6 conditionnelle h 1instant t =6.5

Figure 4: Sous (HD2), exemple 6.1: densit6 conditionnelle h 1'instant t =7
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Figure 5: Sous (HD2), exemple 6.1: densit6 conditionnelle P.1instant t =8.48

Figue 6 Sou (H2),exemle .1:denst6 ondtionell Pistan t 0 g
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(testdobs-testqv) signal + esimnate
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0

0 2 4 6310

Figure 7: Sous (11Th), exemnple 6.4: test de detection des passages zero bas6
sur les observations et test de d6cision du signe bas6 sur la, variation quadratique.
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(testdobs-testlrko) signal + estimate

0

.4

0 2 4 6 010

Figure 8: Sous (HDI), exemnple 6.4: test de d~tection des passages zero bas6
sur lea observations et, test de d~cision du signe bas6 sur la sortie des filtres de
Kalman-Bucy.



(testdko-tcstqv) signal + estimate
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-4

L 10

Figure 9: Sous (IIDI), exemple 6.4: test de d6tection des passages . zero bas6
sur la sortie des filtres de Kalman-Bucy et test de decision du signe bas6 sur la
variation quadratique.
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(testdko-testlrko) signal + estimate
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0
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Figure 10: Sous (HDI), exemple 6.4: tests de, detection des passages ht zero et
de decision du signe bases stir ]a sortie des filtres de IKalman-Bucy.
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signal + estimate
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I
Figure 11: Sous (HD1), exemple 6.4: solution de l'quation de Zakai (le niveau
de gris correspond . une r6gion de confiance 95%).
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Fiue1:Su H1,eeml .:dti6cniionle isatt66

Figure 12: Sous (HD 1), exemple 6.4: densit6 conditionnelle h. 1instant t =6.6
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Figure 14: Sous (HDI), exemple 6.4: densit6 conditionnelle F.1instant t =6.88

60



rt

(testdobs-testlrobs) signal + estimate

7

3

IA

*1*

.3

-s I I

0 2 4 6 8 10

Figure 15: Exemple 6.6: test de dtection des passages 4 zero base sur les ob-
servations et test de d6cision du signe bas6 sur la variation quadratique.
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signal +estimate
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Figure 16: Exemple 6.6: solution de I'&uation de Zakai (le niveau de gris car-
respond tine r6gion de confiance it 95%).

62



13

Filtres approch6s pour un
probl'me de filtrage non lin6aire
d'une diffusion de dimension 2
mesuree par un processus de
dimension 1 faiblement bruite6
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FILTRES APPROCHEtS POUR UN PROBLftME DE FILTRAGE

NON LINEtAIRE D'UNE DIFFUSION DE DIMENSION 2 MESUREE
PAR UN PROCESSUS DE DIMENSION 1 FAIBLEMENT BRUITE

APPROXIMATE FILTERS FOR A NONLINEAR FILTERING
PROBLEM OF A TWO-DIMENSIONAL DIFFUSION MESURED BY

A ONE-DIMENSIONAL PROCESS IN A LOW NOISE CHANNEL

Rsum6

On fait une 6tude asymptotique d'un problkme de filtrage non lindaire en temps con-
tinu, lorsque la variance du bruit d'observation tend vers 0. On consid re un signal
de dimension 2, dont tine seule des composantes est bruitde, niesur6 par un processus
d'observation de dimension I faiblement bruitd. Sous certaines hypotheses de d6tectabil-
it6, on d6montre que l'erreur de filtrage converge vers 0 et on donne une majoration
pour cette vitesse de convergence. Les d6monstrations font intervenir des r6sultats sur la
stabilit6 des sytimes diff~rentiels lindaires non autonomes.

Abstract

We study the asymptotic behaviour of a nonlinear continuous time filtering problem. as _4
the variance of the observation noise tends to 0. We consider the case of a two-dimensional
signal from witch only one of the components is ncsy, measured by a one-dimensional
observation in a low noise chanel. Under some detectability assumptions, we show that
the filtering error converges to 0 and we give an upper bound for this converging rate. The
proofs involve some results on the stability of linear non autonomous differential systems.
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1 Introduction

D)u ii sa v'aste aplicat-iou dains les doinaines de l'eiigeiiicrie, le Iprollcl( de
iltirage (Pull signal aleatoir it partfir d'uune observation b~ruit&e a fait, J'bjef,

detutdes de la jmrt~ de plusietirs autetirs. En lpartictllier, le cas dunie oIbserva-
lioll faiblviiient, bruit6e a &6 abotidainnient trait6, pendant ces derii-(rcs aii-

nhls. Oni 1pet trouver, claus lit Iitt6rature, des travaux consacres k Ia rchelrchie
de' iltres approches asymptotiquenient, efficaces quand le bruit tend vers 0.
Parinis ces travaux on reinarque tin preenicr groupe oii le cas d'un systbm(e
nnidiniensionnel ayant tine fonction d'observation injective est trait6 (cf. [103S],
[Picard-86], [Bensouissan]). L'6tude du cas multidimensionnel parait plus tard
ax-ec [Picard-88]. Dans le cas d'une fonction d'observation non injective, des ef-
forts ont &t6 faits pour~ rdsoudre certaines classes de problbmes. D'abord avec
[Flerning-Pardoux], qui ont trait,6 le cas unidimensionnel avec une foniction.
d'observation monotone par morceaux et plus r~cemment [YBS] et fPicard-89].
Dans fYBS], les auteurs 6tudient formellentent le filtrage d'un signal de dimen-
sion 2 mesur6 par tin processus d'observation unidimensionnel. Dans [Picard-89],
l'auteur considbre le problbrme g~n~ral dlu filt.rage d'un signal multidimension-
nel au vu des r6alisations d'un processus d'observation multidimensionnel et
ii 6nonce et d6montre des r~sultats stir l'efficacit;6 du filtre de Kalman 6tendu
quand le bruit est faible.

Dans ce travail, on consid~re uin syst. me pour Icquel la dynamique est mo-
d6lis6e par tin processus de diffusion de dimension 2, dont seulement une des
comlposantes est bruit~e, et l'observation est modelis~e par udn processus de
dimension 1, faiblement, brtiite, mesurant l'autre cornposante.

On consid~re un espace dle probabilit6 (Q2, Y, F, P).
On s'inte'rcsse au pi'obl~me suivant. On veut estimer, P Iinstant t, tin signal

(X,} de dinmension 2 clonii6 par N'quation d'lt6{(1rr1t) f1(X 1(t),X2(t))dt

dX2(I) f2 (XI(t),X 2 (t)) dt + c(XI(t), X2 (t)) dw(t),

avec condition initiale X0 = (XI (0), X2 (0)), au vu des observations U{ys , 0 <
s t} donn~es par Nq&uation

ly (t) h h(xi (t)) dt + 6 dw-(t) , (2)

oii {w} et {ij sont des processus de Wiener standards idclpendants k valeurs
dans 1Z et e est tin param~tre suppos6 "petit", c > 0.



4 On cherche h~ de'montrer que, sous certaines hypotheses de r~gularite6 sur
les fonctions f = (fi1, f2), oa et hi, ce signal peut 6tre estim6 par un filtre de
dimension finie.

Dans fYBS], les auteurs consid~rent ce probIe'me, entre autres. Ils obtiennent,
dans une situation stationnaire, des d6veloppements asymptotiques pour le filtre
optimal et l'erreur quadratique moyenne. De cette etude, uls d~duisent un filtre
sous-optimal de dimension finie asymptotiquement performant.

Nous allons d~montrer que 1'erreur de filtrage est asymptotiquement nulle
quand e --+ 0 et qu'il existe un filtre approch6 de dimension finie pour ce pro-
blkme. Notre point de depart sera le filtre approch6 propos6 par tYBSI. Nous
obtiendrons une estimation de la vitesse de convergence confirmant le re'sultat
de ces auteurs. La m~thode de demonstration utilis~e est inspir6e par le contenu
de [Picard-891.

Ce travail est organis6 comme suit. Dans une premiere 6tape on 6tudie le cas
ohi la fonction fi est lin6aire par rapport x2 et la fonction h est aussi lin~aire.
Ceci est fait dans la section 2. Dans la section 3, on 6tudie le cas plus g~n~ral
d'un syst~me mod~lis6 par les 6quations (1) et (2). Pour cela on se ram~ne, par
une transformation de coordonn~es, au cas trait6 dans ]a section pre'cdente. On
termine notre 6tude avec quelques commentaires sur le probl~me.

On utilisera, par la suite, la d~finition suivante:

D~flnition 1.1 Soit At une famille ('indexee par e) de processus mnesurabies
bornes ai valeurs dans l'espace des matrices 2 x 2. Soil (t la solution (a valeurs
in ati-iciclles) de 1 'cquation difft~rentielle{f At( (3)

Soil t j On dil que At est exponenliellcmenl stable avec taux d'ordre
1/V'F sW*i exisle des conslantes c. C > 0 tcllcs que

V- -. IKL - C ex1){- v_-- I

j represenle la norrme IhAil =suIiuj= hAul elt 1. 1 est la norme euclidienne
dans IZ".

Notation 1.2 On nolera

2
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un processus a vale urs dans 1Z2.

Les constantes strictement positives indipendantes de c inter-venant dans les
calculs seront not ~es c ou C, sans expliciter leur valeur.

Si A est tine matrice on notera A* sa transpos~e.
Par abus de notation, on supprirnera quelques fois la dipendance en temps

dans les objets mat h6matiques ayant un in dice in! &ieur.
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2 Le cas particulier d'une derive line'aire par
rapport A X2 et d'une fonction d'observation
lineaire

On consid~re le cas particulier du systbrne{dx1 (t) = fi (X1 (t),-T2(t)) dt
dX2(t) = f 2(XI (1),X 2(t)) dt + o*(X(t), X2(t)) dw(t) (4)
dy (t) = HxI(t)dt+cdzD(t),

ayant comme hypotheses

(HI) H > 0 et o, est une fonction born6e

(H2) f, et f2 sont des fonctions C1 a derivees bornees et

On consid~re le filtre f{AltI donn6 par N'quation d'1t6Idmi(t) = fI( 1 (t),Mr2(t))C dt + V215F 2 [dy(t) - Hnt (t) dtI

di722(t) = f 2(X,(t),X 2(t))dI + idy(1) -HImi(t)dt],

avec condition initiale M0 et oji & est une constante strictement positive.
Pour oci e > 0. lc filtre lpropos6 dans [YBSJ coincide avec: ce filtre quand

on prend a c.

On cherche 4 estiiner I'erreur de ce filtre, iLe., pour p >! 1, on s'int~resse L
des majorations de E[ 1 IX, - Alt JJ2PJ1. Soit 17Z,} le processus

On commence par 6crirc cc processus comme solution d'une 6quation diffrcn-
tielle, dont la (lerive sera cl6finie par tine certaine matrice A. De I'tude stir la
stabilit6 de cette matrice on d~duit, en utilisant quciques propri~t6s 6l6mentaires
du calcul matriciel, l'cstimation dle I'erreur du filtre.



2.1 Determination d'une e~quation diff~rentie1e stochas-
tique pour le processus {Zt}

Es 'equations (4) et (.5), on obtient I'quation diffrentielle, stochastique

i2F2 23F 12
0~ 1/ 0i 1

1/"/C 0 t &F1 2
/ )

o(Xt) dwt ?D

On applique )a forrnule dle Taylor la fonction f:

f(X~t) - f 01,10 = RCt lit)(Xi - MA)

04 { j et f1lt) sont des processtis ii valeurs dans 7Z2 qui d6pendent de {X±} et
de {A'ft I et ( f af1

On obtient alors que le processus {Z,} est solution de UNquation diff6retifelle
stoch asti quc

dZj =/4tZt dt + V(1 /7r2dt. (6)k t7(- &dwa -

A1  F Vz! 12/ Vf (7)

2.2 Etude de la stabilit6' du processus matriciel {Aj}
L,6Lucle de ]a stabilit6 des svst~rnes liii~aires non autonomes sera fondamental
dans l'obtention des estimations pour l'erreur de filtrage.

On 6tablit d'abord le lemnme suivant:
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Lemme 2.1 Soit

2&H -V2 -F12 H

une mattice sym6trique et

1 [2 &F12II
2

Alors B est d6finie positive et

BAt + A;B < -AB ,Vt

Preuve
Le fait que B est une matrice d6finie positive est evident. 11 suffit de rernar-

quer que traceB > 0 et detB = 2 & F12H1 > 0.
Soit DA = I3At + At*B + AB. On veut d~montrer que Di est semi-d~finie

n6gative, pour tout t.
Un calcul 6I1rnentaire matriciel nous donne les expressions de la trace et du

d~terminant de Dj:

traceDt =4 & Iaj 1(t) -2 2 rF12H a21(t) +& 2 i3' F12 11

-2 2F- ]121-Ia,2(t) + 4Fr1 ,a22 (t) +2F 1 1F 2

['ib~iai2 t)-

2'& FI 2 11 a12 (+ 'IFl2 a22 () M+ I" 12

-- 2&F 2 IHa1 1 (t)±2F"2 a2 (t)+2&11a1 2(t)-/i 2&FI2 Ha2(t)

SF 2

6



Etant donn6 1'ordre de grandeur des 6le#ments de ]a matrice At et, en utilisant
les hypoth~ses (HI) et (H2), on obtient

iraceDi ( H + F12) +20()F<1 2H

detDt = .2 H 2 F12  1>0 t

On peut, maintenant d~montrer la

Proposition 2.2 Le processus At est exponentiellement stable avec taux d'ordre

Preuve
Soient B et, A definis par le lernme 2.1. Soit L ]a forme quadratique associ6e

l. a inatrice B:
L(X) = X-BX.

Soit ]Ia solution de N'quation (3). On note l~ a im c colonne de Ct On a donc
que (~est, solution de Nq&uation

( At( 3

Alors L4 = L((,,) est, tine fonction de Lyapunov, puisque

i) L(O) = 0, L(XV) > 0 si X 54 0

(IL
ii) Tt(~)=( (B A + A; B) .

D'apr~s le Icrure 2.1. on a la majoration

(IL

Vu clue B. est tine rnatrice bornee, on a

et, puisque B est uniforin6inent. cllilptique (B : c I), on a

cc qui est I'estimation reclierchde.

7



2.3 Estimation de 1'erreur de filtrage

On 6tablit le r~sultat suivant:

Th~oreime 2.3 Soit p un entier, p 1. Si E( IIXo -MoiI
2pI <C < +00 alors

on a les, estimations

E[(x1 (t) - mI(t))2 p] Cepet1Vre+ CP6 3p12

E[(X2 (t) - M2 (t))
2 pJ 5 L e-c t/\/c+ CP, eI.

ep

La preuve de ce th6or~me n~cessite 2 lemmes qu 'on 6nonce et d~montre.
On d~finit {Qtj comme 6tant le processus h. valeurs dans l'espace des matrices

(syvm~triques d~finies positives) solution de N'quation{ t = AtQ +QtAt*+I1 (8)
Qo= qo V'eI.

Lenime 2.4 La mab ice {Qt} est born~e, d'ordre (("/).

Preuve
Puisque Q, est la solution de l'quation (8), on connait sa forme explicite:

Qf= ( tQo(, + j 10 t ds

oji {(t} est la solution de I'&uation (3).
D'apr~s la proposition 2.2,

Vs <-, ts~ ccC(

De ]a majorat ion de la norme de l'int~grale on obtient la majoration siiivante
pour ln norme deC Q,

On consicP~re le processus V~ = Q-'.
Cc proccssus est solution dle l'quation de Riccati

Q-1(9)

8



Lemm 2.5La mat rice 14 est bornie et elliptique uniform 6ment par rapport 4

c C
I/,4>-I et tracel4 <

Preuve,
Du lemnme 2.4 vient imm~diatement que

t >1 I.

De N'&uation (9) on obtient, en utilisant les propri~t~s

Itrace(VtAt)l hlAtd tracell4

trace(1) (trace 14) (cf. [Saniuk- Rhodes])

et ic fait que 1IA,11 < C/VsF, une in6quation diffirentieIle pour la trace de Vt

d (tae <, .2.. (trace Vt) - 1 (tracel4 ) 2 .

La r6solution de cette iinquation permet d'obtenir la majoration:

tracel/t < 1
c Ve-+ (1/(tracelo) - c \/c) e-Ct1v'C

d~oji le Icinme.

On est pret d~rnontrer le th~orrne 2.3.

Preuve (du thieor~rme 2.3)
Soi t

D'apr~s la formule d'lt6.

dwt'

d(;V~t -,tllZtdt+ rae(,*U, d +2 f'~9r



Soit p > 1. D'apr~s le lemme de Gronwall, les moments d'ordrc p de Zt*Vi7Z
sont finis. On applique la forniule d'It6 . (Zt*VtZt)P

dt

+±2p (p - 1) (Z,*Vt Zi)P- I vtI'dt + 2 p(Zt*Vt Zt) P' (Z;Vt Ut) dwt

- Z t ) 1/2 t

On obtient alors I'exprcssior1

dV
T (ZtZ)PJ = -pE[Z t + pE[(Zt tZ) 1 rc( V ~

--2 p (p - 1) E[(ZiVl'tZt)P-1 IvtJ2I.

D'apr~s le lemnme 2.5, on a

t t jt -

axvec ac = c/flc et I'inc'galit de Cauchy-Schwartz entraine

On obtient I'inegalit6

d E(7,*IZt)j -p aE[(Z 'VtZj )P + p (2p - 1 )E((Z; 14Zt)P-1 trace(b,*lKUt)I

PLuiSqU( 11U,1 est bornee d 'orcire 0(l1), on a

tracc(U,1."'Uf) Coo,

On utilise la propri&6te

VYsuiteC') > 0 3suit(,CP :XP-yc1 ~ C~'Vxy0

On prend cp = (1 - c)/[(2p - 1) C01, oii c est une conistante, c < 1.

On obticnt I'in6galitU6

d C' rtrace(Ut*VA~)v
w E[(Z;VZ)P] :5- pE[(Z,-I'Z)PJ + CL E C(1a,dt 7f )PI J\o~r

10



oil, on le rappelle, E [(trace(U,*Vt Ut)) est born6.

En r~solvant cette in~quation diff6rentielle on obtient la majoration

E[(Zt*VtZt)PI 5 Cp + E[(Z,*VZ 0 )P] e-CPtI-v"

oh, vu que E[ uI.k' - MoII2PJ est suppos6 fini, E[(ZO*VoZo)P] C/&3"/ 2 .
Du lemnme 2.5, en utilisant le fait que

1 E[(x1 (t) - mi,(t))P1 + E[(x2(t) - M2 (t)) 2 p] 5 ]E[(Zt*Zt)pI

< C, E?'/2 + £ e-CP t/v/e

on d6duit le th~or~rme.

Remarque 2.6 En plus de l'ordre de grandeur de l'erreur de ifitrage on a
obtenu que I'effet de la condition initiale disparait une vitesse exponentielle.



3 Le cas g~ne'ra1

On consid~re le systbme{x dr(t) = fl (X I(t),X2 (t)) dt
dX2(t) = f 2 XIMX(t)x2 )) dt + U (Xl (t), 1 2 (t)) dw(t) (10)
dy(t) = h (xi (t)) dt +4 e dvt

ayant comme hypotheses

(H13) h est une foniction C2 , h' est born~e strictement positive, h" est born~e et
h-1 est Lipschitzienne

(H4) f cst tine fonction C 2, fA est inversible par rapport t X2 , d'inverse Lips-
chitzierine.

On note cette inverse

X2= XX 1, - 2 ) +- -2'2 = fl(XI, X2 )

et 9 Ia fonction d~finie par

g(±I, -t2) =y(h(i), 2 /(h())

(115) h'f1 est une fonction Lipschitzienne

(H6) la fonction

o(XI, X2) h'(xi) Oft (XI 2)

est borne

(H17) la fonction

h()f(X, 2) + l'(X, I (X 1, X2) fl (X1 I -X2)

+ h'(Xt) (X 1, X2) f2 (. , X 2) + o2 D 2  ' XO2
O9X2  2 2 2

est diffirentiable et ses d~riv6es partielles sont born~es.

On va d~montrer que, pour ce systbffie. If! th~orbme 2.3 6nonc6 clans la section
pr~c~dente est encore vrai pour p = 1. En effet, par une transformation de
coordonnies, on peut se ramener 4 tin systbme du type trait6 dans ]a section 2.

12



Des estimations de l'erreur pour ce systbme transform6, on va pouvoir d~duire
des estimations analogues pour le syst~me initial.

On consid~re la transformation

j (t) = h(xi(t))

1 x2(t) = h'(x1j(t)) f1 (XI(t),X 2(t)

* Le nouveau syst~me est, d'apr~s la formule d'Itb,{d-*1(t) t2t)d

dy (t) = t~~tcd~~)

oh

ax1

OX2

+ 2 O 2

et

OX2

On est dans les conditions de la section pr6c6dente. Pour le syst~me (11), on
considere le filtre

f~ ijl f iz 2(t)dt+ ± 2 a [dy(t) - fi (t) dt]

(12)

d/7712(t) = (i~th),Tz(t))d(t + - dy(t) - tni/) dtl,

avec condition initiale S-0 et oii a est une constante strictement positive.
Pour le systbme initial (syst ,me (10)), on considb~re naturellement le filtre

JmI(t) = h-'(.t1 (t))

On a le

13



The'orbme 3.1 Si E[ IjX0 - M0 11 I] C < +00 alors on a les estimations:

E[(XI (t) _ MI (t))2 1 C c-t/ifi + C e312

E[(X2(t) - M 2 (t))21 < e-tve+C612

Preuve
be systbzme transform6 (11) v6rifie les hypoth~ses 6nonc~es dans la section

pr~c~dente et E[ 119o _ flo 112 1 C, car la fonction h'f1 est suppos~e Lipschitzi-
enne. On peut donc appliquer le thi6or~me 2.3:

E[(.t1 (t) - m1Q))2] < C e-ct/V'~e + C E/

E[-72t if 2(t ))2] < C _ CtIVfi + CE/

E[(_t1 (t) -fiidi))4] < -CctIV'e + CF

D'autre part, puisqu'on suppose que les fonctions h-' et p sont Lipschitziennes
et ht' est born&e, on a les majorations

Ef(x1 _ rn1 )2] : C E(j~i _ - 17)21
E-72- Mn2) : C E[(-;2 - 171 2 f + C E2[ .t (XI - r 1 )

2 ]

Vu cjue Elt") :5 C < +oo. l'in~galit,6 de 1I6lder permet d'obtenir le tli~or~rne.

Remarque 3.2 On pett penser appliquci' h cc probleme le rn~me genre de d6-
marche que celle utilis~e clans ]a section 2. On obtient alors un r~sultat analogue
au th6or~rme 3.1, mnais seulernent si on fait tine restriction sur ]a variation des
de'riv6es des fonctions h et. f, : on exige que les valeurs prises par ces fonctions
restent dans un certain voisinage.

Plus pr6cis6nient, sous les hypotlibses

(H8) h est une fonction C', h' est horne6 stricteinent positive ct a est une

fonction born6e strictement positive

(H9) f est une fonction C' h d~riv~cs born6es ct

~f~
-(X, X2) > 0, V(X1, X2).-

OX 2

14



Si on note:

(XIX2)

- h'(x1)

h =infx h'(x), II =sup.Th'(x),

f2=ilf(.,, X2 ) x),F =sup .(LLx1, x2

X(XX) F12 (1 X2) XI)X2

et on consid~re le filtre approch6

dmi(t) = fl(mi(t),m2(t))dt + -qf [dy(t) - h(in1i(t)) dt]

(1M2(t) = f2(nl (), m 2(t)) dt+ [dy (t) - h (m I (t)) dtj

oii est une constante, a, > 0, on peut d6montrer le r6sultat suivant:

si

1< HFI2 (V 1+4(1 + V2-) _ 1)2 (14)
h f1 2 -4

alors

E[(ri(t) -i(t)) 2 P] CCc I + C l/

La in6thode qui a ipcrmiie d'obtenir !a condition (14) W'est pas exhaustive.
On peut facilement trouver d'autres conditions du m~rnc genre pour lesquelles
le r6sultat est encore vrai.

4 : 1.282
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4 Commentaires

On a 6tudi6 l'erreur de filtrage pour le cas d'un signal de dimension 2 dont une
seule des composantes est bruit&e et dont seule l'autre composante, faiblement
bruit~e, est observ~e. On a obtenu des estimations asymptotiques pour cette
erreur qui nous donnent l'ordre de grandeur quand I'intensit6 du bruit de mesure
- tend vers zero. Une 6tude asymptotique de l'erreur du filtre approch6 par
rapport au filtre optimal est aussi envisageable (cf. [Picard-89J).

On peut envisager le mnme type d'6tude pour le cas oii c'est la composante
bruit6e du signal qui est observ6e. Pour ce cas l , dans fYBS], les auteurs pro-
posent un filtre de dimension 2 obtenu formellement d'apr~s un d6veloppement
asymptotique du ifitre optimal.
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